
Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà â ìàòåìàòèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðâè÷íîå, íåîïðåäåëÿåìîå
ïîíÿòèå.

Ïîä ìíîæåñòâîì áóäåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü (èëè ñåìåéñòâî, èëè ñîáðàíèå, èëè
êëàññ) îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûì ïðèçíàêîì.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äåðåâüåâ â ïàðêå, ìíîæåñòâî çâåçä íà íåáå, ìíîæåñòâî ñòó-
äåíòîâ â àóäèòîðèè, ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ x2 −
3x+ 2 = 0, ìíîæåñòâî òðåóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè è ò.ä.

Îáúåêòû, îáëàäàþùèå ýòèì ïðèçíàêîì, íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà. Ìíî-
æåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü çàãëàâíûìè áóêâàìè A,B,C, . . ., à ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ �
ñòðî÷íûìè áóêâàìè a, b, c, . . .. Ìíîæåñòâî ñîäåðæèò ýëåìåíòû, à ýëåìåíòû ïðèíàäëå-
æàò ìíîæåñòâó. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè èñïîëüçóåòñÿ çíàê ∈. Åñëè a åñòü
ýëåìåíò ìíîæåñòâà A, òî ýòîò ôàêò çàïèñûâàåòñÿ òàê: a ∈ A. Çàïèñü b /∈ A îçíà÷àåò,
÷òî ýëåìåíò b íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A. Òàê, èìååì 3 ∈ Z è 1

2
/∈ Z.

Ìíîæåñòâà äåëÿòñÿ íà êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâà N, Z, Q, R
áåñêîíå÷íû, à ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ x2 − 5x+ 6 = 0 êîíå÷íî.

Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ïóñòûì; îíî îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-
âîëîì ∅.

Çàïèñü
C = {x ∈ B | P (x)}

îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî C ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B, êîòîðûå
îáëàäàþò ñâîéñòâîì P (x).

Íàïðèìåð, {x ∈ R | 0 6 x 6 1} � ìíîæåñòâî òåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå
îáëàäàþò ñâîéñòâîì áûòü íå ìåíüøå íóëÿ è íå áîëüøå åäèíèöû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî Y íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà X, åñëè
ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X. Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ çàïè-
ñüþ Y ⊆ X.

Â êâàíòîðàõ ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ y ∈ Y : y ∈ X.

Íàïðèìåð, {1, 2} ⊆ {1, 2,−1
2
}, N ⊆ Z, Z ⊆ Q, Q ⊆ R.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîäìíîæåñòâà ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì ñàìîãî ñåáÿ, à ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ëþáîãî ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð 1. Ðåøèì ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ çàäà÷ó: íàéòè âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
{1, 2, 3}. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî èìååò âîñåìü ïîäìíîæåñòâ: ∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2},
{1, 3}, {2, 3} è {1, 2, 3}.

Îïðåäåëåíèå 2. ÌíîæåñòâîX ðàâíî ìíîæåñòâó Y , åñëè ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
X ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Y è ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà X. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè X è Y ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Íà
ïèñüìå ýòî îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì: X = Y .

Èç îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà X è Y ðàâíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
X ⊆ Y è Y ⊆ X.
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Ïðèìåð 2. Ìíîæåñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ

x3 − 6x2 + 11x− 6 = 0

ðàâíî ìíîæåñòâó {1, 2, 3}, à ìíîæåñòâî {51, 2, 3} ðàâíî ìíîæåñòâó {3, 2, 51, 2}.

Çàìåòèì, ÷òî, ïåðå÷èñëÿÿ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, ïðèíÿòî çàïèñûâàòü êàæäûé èç íèõ
òîëüêî îäèí ðàç. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåíñòâà íåâàæíî, â êàêîì ïîðÿäêå
ïåðå÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòû.

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè: ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå, äî-
ïîëíåíèå è ðàçíîñòü. Óñòàíîâèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòèõ îïåðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü X è Y � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Òîãäà ïåðåñå÷åíèåì ìíî-
æåñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

X
∩

Y = {x | x ∈ X è x ∈ Y },

îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

X
∪

Y = {x | x ∈ X èëè x ∈ Y }.

Íàïðèìåð, åñëè X = {2, 4, 6, 8, 9}, Y = {1, 3, 6, 9}, òî X
∩
Y = {6, 9}, à X

∪
Y =

{1, 2, 3, 4, 6, 8, 9}.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ îïåðàöèé:

1. X
∩

X = X � èäåìïîòåíòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ;

2. X
∪

X = X � èäåìïîòåíòíîñòü îáúåäèíåíèÿ;

3. X
∩

Y = Y
∩

X � êîììóòàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ;

4. X
∪

Y = Y
∪

X � êîììóòàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ;

5. (X
∩

Y )
∩
Z = X

∩
(Y

∩
Z) � àññîöèàòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ;

6. (X
∪

Y )
∪
Z = X

∪
(Y

∪
Z) � àññîöèàòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ;

7. X
∩
(Y

∪
Z) = (X

∩
Y )

∪
(X

∩
Z) � äèñòðèáóòèâíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî

îáúåäèíåíèÿ;

8. X
∪
(Y

∩
Z) = (X

∪
Y )

∩
(X

∪
Z) � äèñòðèáóòèâíîñòü îáúåäèíåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ïåðåñå÷åíèÿ;

9. X
∩

∅ = ∅;

10. X
∪

∅ = X.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î îòìå÷åííûõ ñâîéñòâ ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå òîæäåñòâà
8. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X

∪
(Y

∩
Z) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó

(X
∪
Y )

∩
(X

∪
Z), è îáðàòíî.

Ïóñòü a ∈ X
∪
(Y

∩
Z). Òîãäà a ∈ X èëè a ∈ Y

∩
Z. Åñëè a ∈ X, òî a ∈ X

∪
Y

è a ∈ X
∪

Z, è ïîýòîìó a ïðèíàäëåæèò èõ ïåðåñå÷åíèþ, ò. å. ïðàâîé ÷àñòè. Åñëè æå
a ∈ Y

∩
Z, òî a ∈ Y è a ∈ Z. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a ∈ X

∪
Y è a ∈ X

∪
Z, ò. å. a

ïðèíàäëåæèò è èõ ïåðåñå÷åíèþ: a ∈ (X
∪

Y )
∩
(X

∪
Z).

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Ïóñòü òåïåðü a ∈ (X
∪
Y )

∩
(X

∪
Z). Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî a ∈ X
∪

Y è a ∈ X
∪

Z. Åñëè a ∈ X, òî a ∈ X
∪
(Y

∩
Z). Åñëè æå a /∈ X, òî èç

óñëîâèé a ∈ X
∪

Y è a ∈ X
∪
Z ñëåäóåò, ÷òî a ∈ Y è a ∈ Z, à çíà÷èò a ∈ Y

∩
Z,

ñëåäîâàòåëüíî, a ∈ X
∪
(Y

∩
Z). �

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì äëÿ ñèñòåìû ìíîæåñòâ
A,B,C, . . ., åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ A,B,C, . . . ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
E .

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, óíèâåðñàëüíîñòü ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì
ïîíÿòèåì: äëÿ îäíîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ äàííîå ìíîæåñòâî áóäåò óíèâåðñàëüíûì, äëÿ
äðóãîé � íåò. Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, òî â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîãî
íåðåäêî áåðóò ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêèå ôèãóðû ïëàíèìåòðèè, òî â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîãî ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî
âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü E � óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ äàííîé ñèñòåìû ìíî-
æåñòâ, X � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ýòîé ñèñòåìû. Äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî CEX (èëè ïðîñòî CX) òåõ ýëåìåíòîâ óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà, êîòîðûå
íå ïðèíàäëåæàò X.

Òàê, åñëè X = {1, 2, 4, 6, 7, 8}, à óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî âñåõ äåñÿòè÷íûõ
öèôð, òî CX = {0, 3, 5, 9}.

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

1. X
∩

E = X;

2. X
∪

E = E ;

3. CE = ∅;

4. C∅ = E .

5. Çàêîíû äâîéñòâåííîñòè:

C
(
X

∩
Y
)
= CX

∪
CY ;

C
(
X

∪
Y
)
= CX

∩
CY .

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàçàòü çàêîíû äâîéñòâåííîñòè 5.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü X è Y � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ X è
Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X\Y = {x | x ∈ X è x /∈ Y }.
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Íàïðèìåð, åñëè X = {1, 3, 7, 8, 9}, a Y = {5, 6, 7, 8}, òî X\Y = {1, 3, 9}.
Ðàçíîñòü ëåãêî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ââåäåííûå ðàíåå îïåðàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóä-

íî ïîêàçàòü, ÷òî X\Y = X
∩
CY .

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè ïîëåçíî èëëþñòðèðîâàòü ðèñóíêàìè, êîòîðûå ÷àñòî íà-
çûâàþòñÿ äèàãðàììàìè Ýéëåðà-Âåííà. Íà ýòèõ äèàãðàììàõ ìíîæåñòâî èçîáðàæàåòñÿ â
âèäå ìíîæåñòâà òî÷åê ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîãî íåêîòîðîé ëèíèåé.

Íàïðèìåð, íà äèàãðàììàõ ðèñ. 1 è ðèñ. 2 ìíîæåñòâà A è B ïðåäñòàâëåíû â âèäå äâóõ
îâàëîâ, óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî � â âèäå ïðÿìîóãîëüíèêà, è èçîáðàæåíû ñîîòâåòñòâåí-
íî ìíîæåñòâà A

∪
B è A

∩
B (íå çàøòðèõîâàííûå) è èõ äîïîëíåíèÿ (çàøòðèõîâàííûå).

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Íà äèàãðàììå ðèñ. 2 ìíîæåñòâà CA è CB çàøòðèõîâàíû ðàçíîíàïðàâëåííûìè íàêëîí-
íûìè ëèíèÿìè, à èõ ïåðåñå÷åíèå ïðåäñòàâëåíî â âèäå ÷àñòè ïðÿìîóãîëüíèêà, çàøòðè-
õîâàííîé è òåìè, è äðóãèìè ëèíèÿìè. Ñðàâíåíèå ýòèõ äèàãðàìì èëëþñòðèðóåò îäèí èç
çàêîíîâ äâîéñòâåííîñòè (ê êàêîìó? ).

Ïðÿìîå (äåêàðòîâî) ïðîèçâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 7. ÏóñòüX è Y � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Ïðÿìûì (äåêàðòîâûì) ïðî-
èçâåäåíèåì X × Y ìíîæåñòâ X è Y íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïàð (x, y), ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò X, à âòîðàÿ � Y .

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ X ×X îáîçíà÷àþò X2.

Ïðèìåð 3. Åñëè X = {1, 2, 3}, à Y = {5, 7}, òî

X × Y = {(1, 5), (1, 7), (2, 5), (2, 7), (3, 5), (3, 7)}.

Ïîñëå ââåäåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè êàæäîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò óïî-
ðÿäî÷åííàÿ ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè), è êàæäàÿ óïîðÿäî-
÷åííàÿ ïàðà ÷èñåë îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò òî÷êó ïëîñêîñòè. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî êîîð-
äèíàòíóþ ïëîñêîñòü ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì R× R = R2.

Îïåðàöèÿ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæåñòâ íåêîììóòàòèâíà. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè X è Y � ìíîæåñòâà èç ïðèìåðà 3, òî X × Y íå ðàâíî Y ×X.

Îïðåäåëåíèå 8. ÏóñòüX, Y, Z � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà.Ïðÿìûì (äåêàðòîâûì) ïðî-
èçâåäåíèåì X × Y × Z íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê,
ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò X, âòîðàÿ � Y , òðåòüÿ � Z, ò. å.

X × Y × Z = {(x, y, z)|x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z}.

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ X ×X ×X îáîçíà÷àþò X3.
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Íàïðèìåð, åñëè X = {1, 2}, Y = {2, 3}, Z = {4}, òî

X × Y × Z = {(1, 2, 4), (1, 3, 4), (2, 2, 4), (2, 3, 4)}.

Ìû îòìå÷àëè âûøå, ÷òî êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæå-
ñòâîì R × R. Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîæåñòâîì R3 = R ×
R× R. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ, ïÿòè è ëþáîãî êîíå÷-
íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ.
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