
9. Дифференциальное исчисление
функции одной переменной

Важной характеристикой движения материальной точки
является ее мгновенная скорость. Допустим, материаль-
ная точка движется по закону S(t). Фиксируя произволь-
ный момент времени t и его приращение Δt > 0, получим
среднюю скорость на отрезке времени [t, t+Δt]:

S(t+Δt)− S(t)

Δt
.

Пусть, например, материальная точка движется по за-

кону S(t) =
1

2
gt2 по прямой, т. е. находится в свободном

падении под действием постоянной силы тяжести. Тогда
средняя скорость

vср(t,Δt) =
g · (t+Δt)2 − gt2

2Δt
= gt+

1

2
gΔt.

Мгновенной скоростью (или просто скоростью) дви-
жущейся точки называется предел, к которому стремится
средняя скорость vср(t,Δt) при стремлении к нулю прира-
щения времени, т. е.

v(t) = lim
Δt→0

vср(t,Δt) = lim
Δt→0

S(t+Δt)− S(t)

Δt
.

Итак, при нахождении скорости изменения какой-то
переменной величины y = f(x) в точке x нам нужно со-
вершить предельный переход

lim
Δx→0

Δf

Δx
= lim

Δx→0

f(x+Δx)− f(x)

Δx
= f

′
(x).
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9.1. Определение и геометрический
смысл производной функции в
точке

Определение 9.1. Производной функции y = f(x) в
точке x называется число

f
′
(x) = lim

Δx→0

f(x+Δx)− f(x)

Δx
,

если такой предел существует.

Задача о проведении касательной к графику функции
y = f(x) в точке x тоже приводит к необходимости совер-
шить подобного рода предельный переход.

Рассмотрим, например, функцию y = ax2 и ее график
(рис. 9.1). Проведем касательную к этой кривой в точке
M(x, ax2). Касательной к кривой в точке M называется
предельное положение секущей MM1 (если оно существу-
ет) при стремлении точки M1 вдоль кривой к точке M :

Рис. 9.1

Придадим абсциссе x приращение Δx, получим соот-
ветствующее приращение функции Δy и тангенс угла на-
клона секущей MM1:

tg β =
Δy

Δx
=
y(x+Δx)− y(x)

Δx
.
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В нашем случае tg β =
a(x+Δx)2 − ax2

Δx
= 2ax + aΔx.

Предельное положение секущей существует при Δx → 0,
и тангенс угла наклона ее есть

tgα = y
′
(x) = lim

Δx→0

y(x+Δx)− y(x)

Δx
= 2ax.

В общем случае, если у функции f существует конеч-
ная производная в точке x0, то существует и касательная
к графику функции y = f(x) в точке x0, и производная
равна тангенсу угла α наклона касательной. Уравнение
касательной записывается в виде

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Элементарные свойства производной

В этом разделе будем считать, как правило, что функ-
ции определены в окрестности рассматриваемой точки.

Теорема 9.1. Если функция f(x) имеет производную
в точке x, то она непрерывна в этой точке.

Док а з а т е л ь с т в о. Из существования f ′
(x) следует,

что разность

Δf(Δx)

Δx
− f

′
(x) = ε(Δx)

есть бесконечно малая функция при Δx→ 0. Отсюда при-
ращение функции

Δf(Δx) = f
′
(x)Δx+ ε(Δx)Δx (9.1)
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есть бесконечно малая функция при Δx→ 0. Отсюда

lim
Δx→0

Δf(Δx) = lim
Δx→0

[f(x+Δx)− f(x)] = 0,

т. е. lim
Δx→0

f(x + Δx) = f(x), что означает непрерывность
функции f(x) в точке x. �

Обратное неверно. Это иллюстрирует следующий при-
мер.

Прим е р 9.1. Функция f(x) = |x| непрерывна в точ-
ке x = 0, но производная в точке x = 0 не существует, так

как не существует предел lim
Δx→0

|Δx|
Δx

.

Производная и арифметические операции связаны сле-
дующими правилами.

Теорема 9.2. Пусть функции f и g имеют производ-
ные в точке x. Тогда имеют место соотношения:

1. (αf(x))′ = αf
′
(x).

2. (f(x) + g(x))
′
= f

′
(x) + g

′
(x).

3. (f(x)g(x))′ = f
′
(x)g(x) + f(x)g

′
(x).

4.
(
f(x)

g(x)

)′

=
g(x)f

′
(x)− g

′
(x)f(x)

g(x)2
, если g(x) �= 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Докажем, например, свойство 4.
Рассмотрим разностное отношение:

Δ [f(x)/g(x)]

Δx
=

1

Δx

(
f(x+Δx)

g(x+Δx)
− f(x)

g(x)

)
=

=
1

Δx
· f(x+Δx)g(x)− f(x)g(x+Δx)

g(x)g(x+Δx)
=

88



прибавим и отнимем в числителе f(x)g(x), затем разобьем
выражение на две дроби:

=

[ ±f(x)g(x)
Δxg(x)g(x+Δx)

]
=

=
1

g(x)g(x+Δx)

(
f(x+Δx)− f(x)

Δx
g(x)−

−f(x)g(x+Δx)− g(x)

Δx

)

и перейдем в пределу при Δx→ 0:

−→Δx→0
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g(x)2
. �

Производные элементарных функций

1. (xα)
′
= αxα−1, α ∈ R.

2. (sin x)
′
= cosx.

3. (cosx)
′
= − sin x.

4. (tg x)′ =
1

cos2 x
.

5. (ctg x)′ = − 1

sin2 x
.

6. (ex)
′
= ex, (ax)

′
= ax ln a.

7. (sh x)
′
= ch x.

8. (ch x)
′
= sh x.
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9.2. Дифференцируемые функции.
Дифференциал

Определение 9.2. Пусть функции ϕ и ψ — бесконеч-
но малые в точке x0, причем ψ(x) �= 0 в некоторой проко-
лотой окрестности точки x0. Если

lim
x→x0

ϕ(x)

ψ(x)
= 0,

то говорят, что функция ϕ есть бесконечно малая более
высокого порядка, чем ψ, в точке x0, и обозначают

ϕ(x) = o(ψ(x)).

Определение 9.3. Рассмотрим приращение функции
f в точке x:

Δf(x) = f(x+Δx)− f(x).

Если это приращение может быть записано в виде

Δf(x) = AΔx+ o(Δx), (9.2)

где A — некоторая константа, а o(Δx) — бесконечно малая
более высокого порядка, чем Δx, при Δx→ 0, то функция
f называется дифференцируемой в точке x.

Теорема 9.3. Функция f дифференцируема в точке
x тогда и только тогда, когда она имеет производную в
этой точке.

Док а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д им о с т ь. Из опреде-
ления дифференцируемости f следует, что

Δf(x)

Δx
= A+

o(Δx)

Δx
.
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По определению o(Δx) имеем o(Δx)
Δx

→ 0 приΔx→ 0. Тогда

lim
Δx→0

Δf(x)

Δx
= A = f

′
(x).

До с т а т о ч н о с т ь. Из существования f
′
(x) следует,

что разность

Δf(Δx)

Δx
− f

′
(x) = ε(Δx)

есть бесконечно малая функция при Δx→ 0. Отсюда при-
ращение функции имеет вид:

Δf(x) = f
′
(x)Δx+ ε(Δx)Δx. �

Определение 9.4. Если функция y = f(x) диффе-
ренцируема в точке x, то линейная часть AΔx = f

′
(x)Δx

приращения Δf(x) называется дифференциалом функции
f в точке x и обозначается

df(x) = f
′
(x)dx. (9.3)

Здесь Δx = dx.

На рис. 9.1 показан дифференциал и видно его геомет-
рическое отличие от приращения функции.

Прим е р 9.2.

d(tg x) = (tg x)
′
dx =

dx

cos2 x
,

d(ax) = (ax)
′
dx = ax ln a dx.
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Элементарные свойства дифференциала

Пусть функции u(x) и v(x) дифференцируемы в точке
x, тогда имеют место равенства

1. d [αu(x)] = α du(x).

2. d [u(x) + v(x)] = du(x) + dv(x).

3. d [u(x)v(x)] = u(x) dv(x) + v(x) du(x).

4. d
[
u(x)

v(x)

]
=
v(x) du(x)− u(x) dv(x)

v2(x)
, если v(x) �= 0.

Доказательства этих свойств легко следуют из опреде-
ления дифференциала и соответствующих свойств произ-
водной.

Прим е р 9.3.

d(tg x) = d

(
sin x

cos x

)
=

cosx dsin x− sin x dcos x

cos2 x
=

=
(cos2 x+ sin2 x)

cos2 x
dx =

dx

cos2 x
,

d(ex sin x) = exsin x dx+ excos x dx = ex(cosx+ sin x) dx.

9.3. Производная сложной функции

Теорема 9.4. Пусть задана сложная функция F (x) =
= f(ϕ(x)). Пусть функция ϕ имеет производную в точке
x0, а функция f имеет производную в точке y0 = ϕ(x0).
Тогда функция F имеет производную в точке x0 и

F
′
(x0) = f

′
(y0)ϕ

′
(x0).
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Док а з а т е л ь с т в о. Так как функция f(y) диффе-
ренцируема в точке y0, то

Δf(y0) = f
′
(y0)Δy + ε(Δy)Δy,

где ε(Δy)→ 0 при Δy → 0. Тогда

ΔF (x0) = Δf(y0) = f
′
(y0)Δy + ε(Δy)Δy.

Разделив на Δx �= 0, получим

ΔF (x0)

Δx
= f

′
(y0)

Δy

Δx
+ ε(Δy(Δx))

Δy

Δx
. (9.4)

Поскольку существует ϕ′(x0), функция ϕ(x) непрерывна в
точке x0 (теорема 9.1), следовательно, Δy→0 при Δx→0.
Переходя к пределу в (9.4) при Δx→ 0, получим

F
′
(x0) = f

′
(y0)ϕ

′
(x0). �

Прим е р 9.4. Найдем производную сложной функ-
ции F (x) = esinx.

Р еш е н и е. Данная функция есть суперпозиция двух
функций — экспоненты и синуса:

F (x) = f(ϕ(x)), где f(y) = ey, y = ϕ(x) = sin x.

По правилу дифференцирования сложной функции:

F
′
(x) = ey(sin x)

′
= esinx cosx.
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9.4. Производная обратной функции

Теорема 9.5. Пусть функция y = f(x) определена,
непрерывна и строго монотонна в некоторой окрестно-
сти точки x0, и пусть f ′

(x0) �= 0. Тогда и обратная функ-
ция x = f−1(y) имеет производную в точке y0 = f(x0),
причем [

f−1
]′
(y0) =

1

f ′(x0)
.

Док а з а т е л ь с т в о. По теореме об обратной функции
существует обратная функция x = f−1(y), непрерывная и
строго монотонная (например, строго возрастающая) на
[A,B] = [f(a), f(b)]. Поскольку функции f(x) и f−1(y)
непрерывны в точках x0 и y0, Δy = Δf(x0) → 0 при
Δx → 0; и Δx = Δf−1(y0) → 0 при Δy → 0. Из стро-
гой монотонности следует, что Δx �= 0⇔ Δy �= 0.

Рассмотрим

Δf−1(y0)
Δy

=
Δx

Δy
=

1(
Δy

Δx

) .

Итак, поскольку Δy → 0⇔ Δx→ 0, имеем

[
f−1

]′
(y0) = lim

Δy→0

Δf−1(y0)
Δy

= lim
Δy→0

Δx

Δy
=

= lim
Δx→0

1(
Δy

Δx

) =
1

f ′(x0)
. �

Прим е р 9.5. Пользуясь доказанной теоремой, най-
дем производные некоторых обратных функций.
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1. y = ax, x = loga y, y > 0.

(loga y)
′

=
1

(ax)′
=

1

(ax) ln a
=

1

y ln a
;

(ln y)
′

=
1

y
.

2. y = sin x, x = arcsin y, при −π
2
< x <

π

2
.

(arcsin y)
′

=
1

(sin x)′
=

1

cos x
=

[
cos x � 0

на
[
−π
2
,
π

2

] ]
=

=
1

+
√

1− sin2 x
=

1√
1− y2

.

3. y = tg x, x = arctg y, при −π
2
< x <

π

2
.

(arctg y)
′
=

1

(tg x)′
= cos2 x =

1

1 + tg2 x
=

1

1 + y2
.

9.5. Производные и дифференциалы
высших порядков

Определение 9.5. Пусть функция f определена и
дифференцируема на интервале (a, b) и x0 ∈ (a, b). Про-
изводная функции f ′ в точке x0 (если она существует) на-
зывается второй производной функции f и обозначается
f

′′
(x0).
Аналогично определяется производная n-го порядка че-

рез производную (n− 1)-го порядка.
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Прим е р 9.6.

1. f(x) = x2,
f

′
(x) = 2x, f ′′

(x) = 2, f ′′′
(x) = 0, . . .

2. f(x) = ax,
f

′
(x) = ax ln a, f ′′

(x) = ax ln2 a, . . .

3. f(x) = ex sin x,
f

′
(x) = ex sin x+ ex cos x, f ′′

(x) = 2ex cosx.

Определение 9.6. Функция f называется n раз не-
прерывно дифференцируемой на некотором промежутке,
если на этом промежутке она имеет непрерывные произ-
водные до n-го порядка включительно.

Определение 9.7. Пусть производная f ′
(x) диффе-

ренцируема в точке x0 ∈ (a, b). Тогда дифференциал в этой
точке функции dy, если рассматривать его как функцию
только от переменной x при фиксированной второй пере-
менной dx, имеет вид (обозначим его δ, в отличие от d для
первого дифференциала):

δ(dy) = δ
[
f

′
(x)dx

]∣∣∣
x=x0

=
[
f

′
(x)dx

]′

x=x0

δx = f
′′
(x0)dxδx.

Вторым дифференциалом d2y функции y = f(x) в точ-
ке x0 называется дифференциал от dy (т. е. дифференциал
от первого дифференциала dy = df(x, dx) как функции от
переменной x при фиксированной переменной dx):

d2y = d2f(x, dx) = δ(dy)

∣∣∣∣ x = x0

δx = dx

= f
′′
(x0)dx

2.

96



Аналогично определяются дифференциалы более высоких
порядков:

dny = δ
(
d(n−1)y

)∣∣
x = x0

δx = dx

.

9.6. Производная функции, заданной
параметрически

Пусть функции {
x = x(t),
y = y(t)

(9.5)

определены, непрерывны на некотором промежутке (α, β),
а функция x(t) строго монотонна на нем. Тогда для функ-
ции x(t) существует обратная функция t = t(x), опреде-
ленная на некотором промежутке (a, b) и, следовательно,
имеет смысл сложная функция f(x) = y(t(x)). Эта функ-
ция y = f(x) называется функцией, параметрически за-
данной системой (9.5).

Теорема 9.6. Пусть системой функций (9.5) пара-
метрически задана функция y = f(x). Если функции x(t)
и y(t) имеют в точке t0 производные и x

′
(t0) �= 0, то

параметрически заданная функция f(x) имеет в точке
x0 = x(t0) производную, и она вычисляется по формуле

f
′
(x0) =

y
′
(t0)

x′(t0)
, t0 = t(x0).

Док а з а т е л ь с т в о. Обратная функция t = t(x) име-
ет в точке x0 производную по теореме о производной об-
ратной функции (теорема 9.5):

t
′
(x0) =

1

x′(t0)
.
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По теореме о производной сложной функции (теорема 9.4)
для функции f(x) = y(t(x)) получаем:

f
′
(x0) = y

′
(t(x0))t

′
(x0) =

y
′
(t0)

x′(t0)
. �

Прим е р 9.7. Производная функции, заданной па-
раметрически системой{

x = cos t,
y = sin t,

0 � t � π,

теперь уже может быть вычислена по предыдущей теоре-
ме:

f
′
(x) =

cos t

− sin t
= − x

sin arccosx
= − x√

1− x2
.

9.7. Основные теоремы
дифференциального исчисления

Теорема 9.7 (теорема Ферма12). Если функция f опре-
делена на интервале (a, b), в точке ξ ∈ (a, b) принимает
наибольшее (наименьшее) значение и имеет в этой точ-
ке производную f

′
(ξ), то f ′

(ξ) = 0.

Док а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай наибольшего
значения. По условию теоремы для всех x ∈ (a, b) выпол-
няется неравенство f(x) � f(ξ) (рис. 9.2). Тогда

если x < ξ, то
f(x)− f(ξ)

x− ξ
� 0, (9.6)

12 Пьер Ферма́ (1601–1665) – французский математик, по профес-
сии юрист. Один из создателей теории чисел и аналитической геомет-
рии. Автор трудов по теории вероятностей, исчислению бесконечно
малых, оптике.
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если x > ξ, то
f(x)− f(ξ)

x− ξ
� 0. (9.7)

Так как существует производная

f
′
(ξ) = lim

x→ξ

f(x)− f(ξ)

x− ξ
,

то существуют и односторонние производные, и они равны
производной f ′

(ξ). Поэтому из неравенства (9.6) следует
f

′
−(ξ) = f

′
(ξ) � 0, а из (9.7) следует f ′

+(ξ) = f
′
(ξ) � 0.

Отсюда имеем f ′
(ξ) = 0. �

Рис. 9.2 Рис. 9.3

Теорема 9.8 (теорема Ролля13). Пусть функция f :
1) непрерывна на отрезке [a, b];
2) имеет в каждой точке интервала (a, b) производ-

ную;
3) имеет на концах отрезка равные значения:

f(a) = f(b).
Тогда существует точка ξ ∈ (a, b) такая, что f ′

(ξ) = 0.
13 Мишель Ролль (1652–1719) – французский математик.
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Док а з а т е л ь с т в о. По второй теореме Вейерштрас-
са непрерывная функция f(x) на отрезке [a, b] принимает
наибольшее и наименьшее значения в некоторых точках
отрезка [a, b] (рис. 9.3). Пусть

M = max
x∈[a,b]

f(x), m = min
x∈[a,b]

f(x).

Если m = M , то f(x) ≡ const, поэтому f ′
(x) ≡ 0 на

(a, b).
Если m �= M , т. е. m < M , то из условия f(a) = f(b)

следует, что одно из значений,m илиM , функцией f(x) не
принимается на концах отрезка [a, b], а принимается внут-
ри интервала (a, b). Пусть, для определенности, значение
M принимается внутри интервала (a, b), т. е. существует
точка ξ ∈ (a, b) такая, что

max
x∈[a,b]

f(x) = f(ξ) =M � f(x) для всех x ∈ (a, b).

Так как производная функции f(x) существует в точке ξ,
то по теореме Ферма f ′

(ξ) = 0. �
Теорема 9.9 (теорема Лагранжа14). Пусть функция

f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и имеет производную в
каждой точке интервала (a, b). Тогда существует точка
ξ ∈ (a, b) такая, что

f(b)− f(a) = f
′
(ξ)(b− a)

(рис. 9.4).
14 Жозеф Луи Лагранж (1736–1813) – выдающийся французский

математик, механик, астроном. Наиболее важные труды относятся
к вариационному исчислению, к аналитической и теоретической ме-
ханике. Ему принадлежат выдающиеся исследования по различным
вопросам математического анализа, теории чисел, алгебре, диффе-
ренциальным уравнениям, математической картографии и пр.
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Рис. 9.4 Рис. 9.5
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функцию

F (x) = f(x) − λx, где параметр λ выберем так, чтобы
F (a) = F (b), т. е. f(a)− λa = f(b)− λb. Отсюда

λ =
f(b)− f(a)

b− a
.

Для функции F выполнены все условия теоремы Ролля:
1) F (x) непрерывна на [a, b];
2) существует F ′

(x) = f
′
(x)− λ в (a, b);

3) F (b) = F (a).
Тогда по теореме Ролля существует ξ ∈ (a, b) такая, что
F

′
(ξ) = 0, т. е. f(ξ) = λ. Следовательно,

f
′
(ξ) =

f(b)− f(a)

b− a
. �

З ам е ч а н и е. При a = x0, b = x, b − a = Δx (т. е.
при b = a+Δx) получаем формулу конечных приращений
Лагранжа:

f(x)− f(x0) = f
′
(ξ)(x− x0), ξ = x+ θΔx, 0 < θ < 1,

или
Δy = f

′
(x+ θΔx)Δx

(рис. 9.5).
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Приведем три теоремы, которые являются следствия-
ми из теоремы Лагранжа.

Теорема 9.10 (о пределе производной). Пусть функ-
ция f :

1) непрерывна на [x0, b);
2) дифференцируема на (x0, b);
3) существует lim

x→x0+0
f

′
(x), конечный или нет.

Тогда существует правая производная f
′
+(x0), конечная

или нет, и
f

′
+(x0) = lim

x→x0+0
f

′
(x).

Напомним, что f ′
+(x0) = +∞, если функция f непре-

рывна в точке x0 справа и существует

lim
Δx→+0

f(x0 +Δx)− f(x0)

Δx
= +∞.

Прим е р 9.8. Для функции f(x) =
√
sin x2 вычис-

лим f ′
−(0), f

′
+(0), f

′
−(
√
π):

f
′
−(0) = lim

x→0−0
f

′
(x) = lim

x→0−0
x cos x2√
sin x2

= lim
x→0−0

x

|x| = −1,

f
′
+(0) = lim

x→0+0
f

′
(x) = lim

x→0+0

x

|x| = 1,

f
′
−(
√
π) = lim

x→√π−0
x cos x2√
sin x2

= −∞.

Теорема 9.11 (о постоянстве функции). Пусть функ-
ция f непрерывна на [a, b] и существует f

′ хотя бы на
(a, b), равная на нем нулю. Тогда f(x) = const.
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Док а з а т е л ь с т в о. Возьмем x1, x2 ⊆ [a, b]. По теоре-
ме Лагранжа f(x1) − f(x2) = f

′
(c)(x1 − x2), где c – точка

между x1 и x2. Но в интервале (a, b) производная равна
нулю, следовательно, f(x1) = f(x2). �

Теорема 9.12 (о монотонности функции). Пусть функ-
ция f непрерывна на [a, b] и дифференцируема на (a, b).
Функция f монотонно возрастает (убывает) на [a, b] то-
гда и только тогда, когда f ′(x) � 0 (� 0). Если f ′(x) > 0
(< 0), то f строго возрастает (убывает) на [a, b].

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть функция f возрастает на
[a, b], ее приращение в любой точке x0 ⊆ (a, b) того же
знака, что и приращение аргумента, тогда f ′(x0) � 0.

Пусть f ′(x) � 0. Пусть x1 ⊆ [a, b], x2 ⊆ [a, b] и x2 > x1.
По теореме Лагранжа

f(x2)− f(x1) = f
′
(c)(x2 − x1),

где c между x1 и x2, тогда f(x2) � f(x1). �
Обобщением теоремы Лагранжа служит

Теорема 9.13 (теорема Коши).Пусть функции f и g:
1) непрерывны на отрезке [a, b];
2) дифференцируемы на интервале (a, b);
3) производная g′ �= 0 во всех точках интервала (a, b).

Тогда существует такая точка ξ ∈ (a, b), что имеет ме-
сто

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f

′
(ξ)

g′(ξ)
.

Док а з а т е л ь с т в о. Заметим, что g(b) �= g(a), иначе,
согласно теореме Ролля, для функции g(x) нашлась бы
точка ξ ∈ (a, b), в которой g′

(ξ) = 0.
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Рассмотрим функцию F (x) = f(x) − λg(x). Параметр
λ подберем так, чтобы F (a) = F (b):

f(a)− λg(a) = f(b)− λg(b),

следовательно,

λ =
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
, так как g(b)− g(a) �= 0.

Итак, функция F удовлетворяет всем условиям теоре-
мы Ролля, поэтому существует точка ξ ∈ (a, b) такая, что
F

′
(ξ) = 0. Отсюда f ′

(ξ)− λg
′
(ξ) = 0 и

λ =
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f

′
(ξ)

g′(ξ)
. �

9.8. Раскрытие неопределенностей
по правилу Лопиталя

Здесь приведены две теоремы о правилах Лопиталя15.

Теорема 9.14 (первое правило Лопиталя). Пусть
функции f и g:

1) дифференцируемы в выколотой окрестности Ǒ(x0)
точки x0;

2) lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0;

3) g′
(x) �= 0 для всех x ∈ Ǒ(x0);

15 Гийом Франсуа Лопита́ль (1661–1704) – французский матема-
тик, автор первого печатного учебника по дифференциальному ис-
числению (1696).
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4) существует предел lim
x→x0

f
′
(x)

g′(x)
, конечный или беско-

нечный.

Тогда существует и предел lim
x→x0

f(x)

g(x)
и имеет место ра-

венство

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f
′
(x)

g′(x)
.

Док а з а т е л ь с т в о проведем для случая, когда x →
x0+0. Функции f и g непрерывны на некотором интервале
(x0, b) как дифференцируемые на нем функции. Доопреде-
лим функции f и g в точке x0: f(x0) = g(x0) = 0. Таким
образом, они становятся непрерывными на отрезке [x0, b].
Возьмем любое x ∈ (x0, b), тогда на отрезке [x0, x] функ-
ции f и g удовлетворяют условиям теоремы Коши (тео-
рема 9.13) о среднем значении, поэтому существует точка
ξ = ξ(x) ∈ (x0, x) такая, что

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f

′
(ξ(x))

g′(ξ(x))
.

Заметим, что g(x) �= 0, иначе по теореме Ролля g′
(ξ) = 0

в некоторой точке ξ ∈ (x0, b). Ясно, что ξ(x) → x0 при
x→ x0 + 0. Поэтому

lim
ξ→x0+0

f
′
(ξ)

g′(ξ)
= lim

x→x0+0

f
′
(ξ(x))

g′(ξ(x))
= lim

x→x0+0

f(x)

g(x)
.

�

Прим е р 9.9.

1. lim
x→0

sin x

x
= lim

x→0

cos x

1
= 1.
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2. lim
x→0

ax − 1

x
= lim

x→0

ax ln a

1
= ln a.

3. lim
x→0

1− cos x

x2
= lim

x→0

sin x

2x
=

1

2
.

Теорема 9.15 (второе правило Лопиталя). Пусть
функции f и g:

1) дифференцируемы на интервале (a,+∞);

2) lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) =∞;

3) g′
(x) �= 0 на (a,+∞);

4) существует предел lim
x→+∞

f
′
(x)

g′(x)
, конечный или беско-

нечный.

Тогда существует и предел lim
x→+∞

f(x)

g(x)
и имеет место ра-

венство

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞
f

′
(x)

g′(x)
.

Прим е р 9.10. Пусть α > 0, a > 0.

1. lim
x→+∞

ln x

xα
=

[
+∞
+∞

]
= lim

x→+∞
1

αxα
= 0.

2. lim
x→+∞

xn

ax
= lim

x→+∞
nxn−1

ax ln a
= . . . = lim

x→+∞
n!

ax lnn a
= 0.
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9.9. Формула Тейлора

Пусть у функции f в точке x0 существует производная
(n − 1)-го порядка. Тогда для нее можно записать много-
член

Tn−1(x) = f(x0) +
f

′
(x0)

1!
(x− x0) +

f
′′
(x0)

2!
(x− x0)

2+

+ . . .+
f (n−1)(x0)
(n− 1)!

(x− x0)
n−1,

называемый многочленом Тейлора16. Равенство

f(x) = Tn−1(x) +Rn(x), x ∈ O(x0),

справедливое в некоторой окрестности точки x0, называ-
ется формулой Тейлора функции f в окрестности точки
x0; Tn−1(x) — многочлен Тейлора степени n − 1 функции
f , Rn(x) — остаточный член формулы Тейлора n-го по-
рядка.

Теорема 9.16. Пусть функция f имеет n-ю произ-
водную в окрестности точки x0. Тогда справедлива фор-
мула Тейлора

f(x) = Tn−1(x) +Rn(x), x ∈ Ǒ(x0), (9.8)

где ее остаточный член n-го порядка Rn(x) может быть
записан в форме Лагранжа:

RL
n(x) =

f (n)(ξ)

n!
(x− x0)

n, ξ ∈ (x, x0). (9.9)

16 Брук Тейлор (1685–1731) – английский математик.
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Док а з а т е л ь с т в о проведем для x > x0. Зафиксиру-
ем x ∈ (x0, b]. Представим остаточный член в виде

Rn(x) = (x− x0)
nH,

где H зависит от x0, x и n.
Рассмотрим функцию

Φ(u) = f(u) +
f

′
(u)

1!
(x− u) +

f
′′
(u)

2!
(x− u)2 + . . .+

+
f (n−1)(u)
(n− 1)!

(x− u)(n−1) + (x− u)nH.

Функция Φ(u) обладает следующими свойствами:
1) Φ(u) определена и непрерывна на отрезке [x0, x], по-

скольку таковы функции f(u), f ′
(u), . . . , f (n−1)(u) на отрез-

ке [x0, x];
2) Φ(u) имеет производную на интервале (x, x0), так

как на нем имеет производную n-го порядка функция f ;

3) Φ(x0) = f(x0) +
f

′
(x0)

1!
(x− x0) +

f
′′
(x0)

2!
(x− x0)

2+

+ . . .+
f (n−1)(x0)
(n− 1)!

(x− x0)(n−1) + (x− x0)nH = f(x).

Кроме того, Φ(x) = f(x).
Следовательно, функция Φ(u) удовлетворяет на отрез-

ке [x0, x] условиям теоремы Ролля. Поэтому существует
такая промежуточная точка ξ = x0 + θ(x− x0), 0 < θ < 1,
между точками x0 и x, что в ней Φ

′
(ξ) = 0.

Выпишем производную

Φ
′
(u) =

(x− u)n−1

(n− 1)!
f (n)(u)− n(x− u)n−1H.
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Так как Φ
′
(ξ) = 0, то получим уравнение

(x− ξ)n−1

(n− 1)!
f (n)(ξ)− n(x− ξ)n−1H = 0.

Отсюда найдем

H =
(x− ξ)n−1

(n− 1)!
f (n)(ξ)

1

n(x− ξ)n−1
.

Следовательно, остаточный член запишется в виде

Rn(x) = (x− x0)
nH =

f (n)(ξ)

(n)!
(x− x0)

n. �

Зам е ч а н и е. В условиях теоремы 9.16 справедлива
формула Тейлора

f(x) = f(x0) +
f

′
(x0)

1!
(x− x0) +

f
′′
(x0)

2!
(x− x0)

2+

+ . . .+
f (n−1)(x0)
(n− 1)!

(x− x0)
n−1 +RC

n (x),

где

RC
n (x) =

f (n)(x0 + θ(x− x0))

(n− 1)!
(1−θ)n−1(x−x0)n, θ ∈ (0, 1),

есть остаточный член в форме Коши.

Теорема 9.17. Пусть функция f имеет в точке x0
производную (n−1)-го порядка. Тогда справедлива форму-
ла Тейлора

f(x) = f(x0) +
f

′
(x0)

1!
(x− x0) +

f
′′
(x0)

2!
(x− x0)

2+

+ . . .+
f (n−1)(x0)
(n− 1)!

(x− x0)
n−1 +RP

n (x),
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где RP
n (x) = o((x − x0)

n−1) — остаточный член в форме
Пеано17.

Док а з а т е л ь с т в о. Введем функцию

g(x) = f(x)− f(x0)− f
′
(x0)

1!
(x− x0)− f

′′
(x0)

2!
(x− x0)

2−

− . . .− f (n−1)(x0)
(n− 1)!

(x− x0)
n−1

и покажем, что g(x) = o((x− x0)
n−1).

Действительно, применив n− 2 раза правило Лопита-
ля, а на последнем шаге определение f (n−1)(x0), получим

lim
x→x0

g(x)

(x− x0)n−1
= 0. �

Зам е ч а н и е 1. Формулу Тейлора функцииf в окрест-
ности точкиx0=0:

f(x) = f(0)+
f

′
(0)

1!
x+

f
′′
(0)

2!
x2+. . .+

f (n−1)(0)
(n− 1)!

x(n−1)+RL
n(x),

иногда называют формулой Тейлора–Маклорена18 функции
f c остаточным членом в форме Лагранжа:

RL
n(x) =

xn

n!
f (n)(θx), 0 < θ < 1.

17 Джузеппе Пеано (1858–1932) – итальянский математик и ло-
гик. Известен важными результатами в математическом анализе,
теории дифференциальных уравнений, геометрии, разработкой меж-
дународного языка на основе латыни (Latino sine flexione), a также
работами в области логических оснований математики.

18 Колин Маклорен (1698–1746) – английский математик. Матема-
тические исследования относятся к анализу и теории плоских кри-
вых высших порядков, ряд исследований посвящен механике.
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З ам е ч а н и е 2. Формула

f(x) = f(x0)+
f

′
(x0)

1!
x+

f
′′
(x0)

2!
x2+ . . .+

f (n)(x0)

n!
xn+ o(xn)

называется формулой Тейлора–Маклорена функции f c ос-
таточным членом в форме Пеано.

Формула Тейлора для основных
элементарных функций

1. Функция f(x) = ex.
Вычислим производные: f (n)(x) = ex, f (n)(0) = 1,

fn(θx) = eθx. Получим формулу Тейлора с остаточным
членом в форме Лагранжа:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn−1

(n− 1)!
+
xn

n!
eθx,

и в форме Пеано:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn−1

(n− 1)!
+
xn

n!
+ o(xn).

Прим е р 9.11. Вычислим число e и оценим погреш-
ность вычисления:

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . .+

1

(n− 1)!
+Rn(1),

|Rn(1)| = 1

n!
eθ � e

n!
� 3

n!
.

Зам е ч а н и е. С помощью формулы Тейлора с оста-
точным членом в форме Лагранжа можно вычислить при-
ближенно значения функций и оценить величину ошибки.
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Формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано
удобно использовать как асимптотическую, например, при
вычислении пределов, в теории рядов и несобственных ин-
тегралов.

2. Функция f(x) = sin x.
Вычислим производные: f ′

(x) = cos x, f ′′
(x) = − sin x

и т. д. f (n)(x) = sin
(
x+ πn

2

)
. Следовательно,

f(x) = sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− . . .+(−1)n x2n−1

(2n− 1)!
+R2n−1(x),

где

∣∣RL
2n+1(x)

∣∣ = ∣∣∣∣ x2n+1

(2n+ 1)
sin

(
θx+(2n+ 1)

π

2

)∣∣∣∣� |x|2n+1

(2n+ 1)!
→0

при x→ 0, и
RP

2n+1(x) = o(x2n).

3. f(x) = cos x = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .+

+(−1)n−1 x2(n−1)

[2(n− 1)]!
+R2n(x).

4. f(x) = ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . .+

+(−1)n x
n−1

n− 1
+Rn(x).

5. f(x) = (1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2+

+
m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + . . .+
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+
m(m− 1) . . . (m− n+ 2)

(n− 1)!
xn−1 +Rn(x).

В частном случае

1

1 + x
= 1− x+ x2 − . . .+ (−1)nxn + o(xn),

1

1− x
= 1 + x+ x2 + . . .+ xn + o(xn).

Прим е р 9.12.

lim
x→0

x(ln(1 + x)− sin x)

arctg x− x
=

[
0

0

]
.

Здесь понадобятся формулы Тейлора:

arctg x = x− x3

3
+ o(x3),

ln(1 + x) = x− x2

2
+ o(x2),

sin x = x− x3

3!
+ o(x3).

Подставив их в выражение под знаком предела, получим

x(ln(1 + x)− sin x)

arctg x− x
=
x(x− x2

2
+ o(x2))− x(x− x3

3!
+ o(x3))

x− x3

3
+ o(x3)− x

.

Следовательно,

lim
x→0

x(ln(1 + x)− sin x)

arctg x− x
=

3

2
.
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