
Äåéñòâèòåëüíûå (âåùåñòâåííûå) ÷èñëà

Ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â âèäå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷-

íûõ äðîáåé

Ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a ïðåäñòàâèìî â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè:

a = ±a0, a1a2 . . . an . . . ,

ãäå èç äâóõ çíàêîâ ± áåðåòñÿ êàêîé-òî îäèí: ïëþñ � äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ìèíóñ
� äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (çíàê ïëþñ îáû÷íî íå ïèøåòñÿ).

Ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà ïðåäñòàâèìû â âèäå ïåðèîäè÷åñêèõ, à èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà
� â âèäå íåïåðèîäè÷åñêèõ áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé. Íåêîòîðûå ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà ïðåäñòàâèìû â âèäå êîíå÷íîé äðîáè èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, â âèäå áåñêîíå÷íîé
äðîáè ñ íóëåì â ïåðèîäå. Òàêèå ÷èñëà äîïóñêàþò âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå � â âèäå áåñêî-
íå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè ñ öèôðîé 9 â ïåðèîäå. Íàïðèìåð:

1/2 = 0, 500 . . . 0 . . . = 0, 5(0), 1/2 = 0, 49999 . . . = 0, 4(9).

Ïðè ñðàâíåíèè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ òàêèõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
ëèøü ïåðâîé ôîðìîé çàïèñè (ñ íóëåì â ïåðèîäå).

Ïðàâèëî ñðàâíåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Ïóñòü a = a0, a1, . . . , an, . . ., b = b0, b1, . . . , bn, . . . � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñ-
ëà, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé. ×èñëà à è b íàçûâàþòñÿ
ðàâíûìè (a = b), åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà: ak = bk,
k = 0, 1, 2, . . .. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî a ̸= b.

Ïðè ñðàâíåíèè íåðàâíûõ ÷èñåë a è b ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

1. a è b � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òàê êàê a ̸= b, òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n èëè
n = 0 òàêîå,÷òî ak = bk, k = 0, 1, . . . , n − 1 è an ̸= bn. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b,
åñëè an > bn, è ÷òî a < b, åñëè an < bn;

2. a � íåîòðèöàòåëüíîå, b � îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b;

3. a è b � îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > b, åñëè |a| < |b|.

|a| = a, åñëè a � íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, è ðàâåí −a, åñëè a � îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
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Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

Ïóñòü íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (îáîçíà÷àåòñÿ ñèì-
âîëîì +), óìíîæåíèÿ (îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ·) è ñðàâíåíèÿ (îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
6):

X, +, ·, 6
Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ x, y ∈ X èõ ñóììà x+ y è ïðîèçâåäåíèå x · y
ñíîâà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X, à òàêæå èçâåñòíî, êàêèì îòíîøåíèåì îíè
ñâÿçàíû: x 6 y èëè y 6 x. Îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ îïåðàöèé ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü
âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ àêñèîì.

I. Àêñèîìû ñëîæåíèÿ

1. Ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà:

∃ 0 ∈ X ∀ x ∈ X x+ 0 = x.

2. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà:

∀x ∈ X ∃ x′ ∈ X x+ x′ = 0.

3. Àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ:

∀x, y, z ∈ X (x+ y) + z = x+ (y + z).

4. Êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ:

∀x, y ∈ X x+ y = y + x.

Ìíîæåñòâî X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì I1�I3, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (àääèòèâíîé ãðóïïîé).

Ìíîæåñòâî X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì I1�I4, íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé (àáå-
ëåâîé) ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ.

II. Àêñèîìû óìíîæåíèÿ

1. Ñóùåñòâîâàíèå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà:

∃ 1 ∈ X ∀ x ∈ X x · 1 = x.

2. Ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà:

∀x ∈ X \ {0} ∃ x′ ∈ X x · x′ = 1.

3. Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ:

∀x, y, z ∈ X (x · y) · z = x · (y · z).

4. Êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ:

∀x, y ∈ X x · y = y · x.

ÌíîæåñòâîX, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì II1�II3, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ (ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé).

ÌíîæåñòâîX, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì II1�II4, íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé (àáå-
ëåâîé) ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

III. Ñâÿçü ìåæäó ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì

∀x, y, z ∈ X (x+ y) · z = x · z + y · z.
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Àêñèîìà III íîñèò íàçâàíèå äèñòðèáóòèâíîñòü èëè ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí.
Ìíîæåñòâî X, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì I�III, íàçûâàåòñÿ ïîëåì.

IV. Àêñèîìû ïîðÿäêà

1. ∀ x, y ∈ X ⇒ x 6 y èëè y 6 x.

2. Ðåôëåêñèâíîñòü:

∀x ∈ X x 6 x.

3. Àíòèñèììåòðèÿ:

x 6 y è y 6 x ⇒ x = y.

4. Òðàíçèòèâíîñòü:

x 6 y è y 6 z ⇒ x 6 z.

Ìíîæåñòâî X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì IV2�IV4, íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Ìíîæåñòâî X, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì IV1�IV4, íàçûâàåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åí-
íûì ìíîæåñòâîì.

V. Ñâÿçü ìåæäó ñëîæåíèåì è îòíîøåíèåì ïîðÿäêà

Åñëè x 6 y, òî ∀ z ∈ X ⇒ x+ z 6 y + z.

VI. Ñâÿçü ìåæäó óìíîæåíèåì è îòíîøåíèåì ïîðÿäêà

Åñëè x 6 y, òî ∀ z > 0 ⇒ x · z 6 y · z.

VII. Àêñèîìà íåïðåðûâíîñòè

Ïóñòü A ⊂ X, B ⊂ X, A ̸= ∅, B ̸= ∅ è äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a ∈ A è b ∈ B
âûïîëíÿåòñÿ a 6 b. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò c ∈ X, ÷òî a 6 c 6 b ïðè ëþáûõ
a ∈ A è b ∈ B.

Ìíîæåñòâî X, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì I�VII è ñîäåðæàùåå áîëåå îäíîãî ýëå-
ìåíòà, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ (âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë. Åãî ïðèíÿòî
îáîçíà÷àòü R.

Îïèñàííîå âûøå ìíîæåñòâî äåñÿòè÷íûõ äðîáåé è îïåðàöèé ñ íèìè ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç âîçìîæíûõ ìîäåëåé ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äðóãèì ïðèìåðîì ìîäåëè
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ.

Ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

×èòàòåëþ ïîëåçíî áóäåò ñàìîñòîÿòåëüíî äîêàçàòü íåêîòîðûå, ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ
ñëåäñòâèÿ èç ïðèâåäåííîé âûøå àêñèîìàòèêè.

1. Åäèíñòâåííîñòü íóëÿ.
2. Åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà, îáðàòíîãî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ.
3. Óðàâíåíèå a+ x = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = b− a.
4. Åäèíñòâåííîñòü åäèíèöû.
5. (Åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà, îáðàòíîãî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.) Äëÿ

ëþáîãî x ∈ R, x ̸= 0, ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí ýëåìåíò, îáðàòíûé îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

Ýëåìåíò, îáðàòíûé x îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, áóäåì îáîçíà÷àòü 1
x
. Çàïèñü y

x
îáî-

çíà÷àåò óìíîæåíèå y íà ýëåìåíò, îáðàòíûé ê x, ò. å. y · 1
x
.
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6. Äëÿ ëþáîãî a ̸= 0 óðàâíåíèå a · x = b èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = b
a
.

7. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ 0 · x = 0.
8. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R

−x = (−1) · x,

ãäå (−x) � îáðàòíûé ê x, à (−1) � îáðàòíûé ê 1.
9. Åñëè x > 0, òî −x < 0.
10. 0 < 1.
11. Åñëè x > 0, òî 1

x
> 0.

12. (Ñâîéñòâî ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.) Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R (äëÿ
îïðåäåëåííîñòè x 6 y) íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò z ∈ R, ÷òî x 6 z 6 y.

13. Íåðàâåíñòâà x 6 y, x− y 6 0, −y 6 x, 0 6 y − x ðàâíîñèëüíû.
14. Åñëè a 6 b 6 c 6 d, òî d− a 6 c− b.

Íåêîòîðûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà ìîæíî èçîáðàæàòü òî÷êàìè íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó
ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàçûâàþò ÷èñëîâîé ïðÿìîé, à ñàìè ÷èñëà � òî÷-
êàìè, è ïðè ðàññìîòðåíèè ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ ÷àñòî ïîëüçóþòñÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêîé
èíòåðïðåòàöèåé. Íàïîìíèì, ÷òî êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, íà êîòîðîé
âûáðàíû òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ íà÷àëîì îòñ÷åòà, ìàñøòàáíûé îòðåçîê è ïîëîæèòåëüíîå
íàïðàâëåíèå.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è òåðìèíîëîãèþ:
N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
Z � ìíîæåñòâî âñåõ öåëûõ ÷èñåë;
Q � ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;
R = (−∞,+∞) � ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë (÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ);
[a, b] � ñåãìåíò (îòðåçîê), ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ íåðàâåíñòâàì a 6 x 6 b;
(a, b) � èíòåðâàë, ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë x, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåðàâåíñòâàì a < x < b;
[a, b), (a, b] � ïîëóèíòåðâàë (ïîëóñåãìåíò), ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

x, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâåííî íåðàâåíñòâàì a 6 x < b, a < x 6 b;
(−∞, a), (a,+∞) � áåñêîíå÷íûå èíòåðâàëû;
(−∞, a], [a,+∞) � ëó÷è.
Ñåãìåíò, èíòåðâàë, ïîëóèíòåðâàë, ëó÷, ïîëóïðÿìóþ è ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ áóäåì íà-

çûâàòü òàêæå ïðîìåæóòêîì.

Ýëåìåíòû òîïîëîãèè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

ε-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x, ãäå ε > 0, íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë (x − ε, x + ε). Îáîçíà÷àåòñÿ
Oε(x).

Ìíîæåñòâî X ⊆ R íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî ìíîæåñòâà âõî-
äèò â íåãî âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé ε-îêðåñòíîñòüþ:

∀ x ∈ X ∃ ε > 0 Oε(x) ⊆ X.

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ëþáîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êó
x. Îáîçíà÷àåòñÿ O(x).
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Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ (ε-îêðåñòíîñòüþ) òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî îêðåñò-
íîñòü (ε-îêðåñòíîñòü) ñ óäàëåííîé èç íåå òî÷êîé x:

Ǒ(x) = O(x) \ {x} (Ǒε(x) = Oε(x) \ {x}).

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî èíòåðâàë � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè îíà âõîäèò â ýòî ìíî-

æåñòâî âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ:

∃O(x) ⊆ X.

Òîãäà îòêðûòîå ìíîæåñòâî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî, âñå òî÷êè êîòîðîãî �
âíóòðåííèå.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíåøíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü òî÷-
êè x, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ ìíîæåñòâîì X:

∃O(x) O(x) ∩X = ∅.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x íàéäóòñÿ òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå X, è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå X:

∀O(x) O(x) ∩X ̸= ∅ è O(x) ∩ CX ̸= ∅.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè íàéäåòñÿ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè x, â êîòîðîé íåò äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà X, êðîìå òî÷êè x.

Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà X. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ
òî÷åê ìíîæåñòâà X îáîçíà÷àåòñÿ X ′.

Äðóãîå îïðåäåëåíèå: òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà X, åñëè â
ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà X:

∀O(x) Ǒ(x) ∩X ̸= ∅.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè ðàâíîñèëüíû.
Òî÷êà x íàçûâàåòñÿòî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X, åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà ìíîæåñòâà X:

∀O(x) O(x) ∩X ̸= ∅.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ çàìûêàíè-
åì ìíîæåñòâà X. Îáîçíà÷àåòñÿ X.

Î÷åâèäíî, ÷òî X ⊆ X è X ′ ⊆ X.
Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè êîíå÷íûå ïðå-

äåëüíûå òî÷êè, ò. å. X ′ ⊆ X.
Äðóãîå îïðåäåëåíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà: ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì,

åñëè îíî ñîâïàäàåò ñî ñâîèì çàìûêàíèåì, ò. å. X = X.
Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ðàâíîñèëüíû.
Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî äîïîëíåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà åñòü ìíîæåñòâî çà-

ìêíóòîå è äîïîëíåíèå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
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