
11.4. Теоремы о среднем значении

Теорема 11.6. Пусть функции f и g интегрируемы
на отрезке [a, b], m 6 f(x) 6M на [a, b], g(x) > 0 на [a, b].
Тогда, при a < b,

m

∫ b

a

g(x)dx 6
∫ b

a

f(x)g(x)dx 6M

∫ b

a

g(x)dx.

Док а з а т е л ь с т в о. По свойству 5 интеграла функ-
ция fg интегрируема на отрезке [a, b]. Умножая неравен-
ство m 6 f(x) 6M на g(x) > 0, получим

mg(x) 6 f(x)g(x) 6Mg(x).

Интегрируя его по отрезку [a, b], используя свойства инте-
грала, получим требуемое неравенство. �

Теорема 11.7. Пусть функция f непрерывна на от-
резке [a, b], а функция g интегрируема и g(x) > 0 на [a, b].
Тогда существует ξ ∈ [a, b] такое, что выполняется ра-
венство ∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx.

Док а з а т е л ь с т в о. Так как f непрерывна на [a, b],
то существуют

m = min
x∈[a,b]

f(x), M = max
x∈[a,b]

f(x).
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В силу предыдущей теоремы имеют место неравенства

m

∫ b

a

g(x)dx 6
∫ b

a

f(x)g(x)dx 6M

∫ b

a

g(x)dx.

Если
∫ b

a

g(x)dx = 0, то в качестве ξ можно взять лю-

бую точку из отрезка [a, b]. Если
∫ b

a

g(x)dx > 0, то

m 6

∫ b

a

f(x)g(x)dx∫ b

a

g(x)dx

6M.

Таким образом,∫ b

a

f(x)g(x)dx∫ b

a

g(x)dx

= C ∈ [m,M ].

В силу теоремы о промежуточном значении существует
ξ ∈ [a, b] такое, что f(ξ) = C. Отсюда получаем требуемое
равенство. �
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