
Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Åñëè êàæäîìó íàòóðàëüíîìó n ∈ N ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî xn ∈ R, òî ñî-
âîêóïíîñòü x1, x2, . . . , xn... íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ è îáîçíà÷àåòñÿ
{xn}, à ÷èñëî xn íàçûâàåòñÿ n-ì ýëåìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

1 Ïîíÿòèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ïðè n→
∞, åñëè

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε) ⇒ |xn − a| < ε.

Òîò ôàêò, ÷òî a � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ïðè n→∞, îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

lim
n→∞

xn = a.

Îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü òàêæå ñôîðìóëèðîâàíî íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé:

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε) ⇒ xn ∈ Oε(a).

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ÷èñëà a íàõîäÿòñÿ âñå ýëåìåíòû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, êðîìå, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà. Ìîæíî ñêàçàòü òàê: çà ïðåäåëàìè
ε-îêðåñòíîñòè ÷èñëà a ìîãóò íàõîäèòüñÿ òîëüêî ýëåìåíòû x1, x2, . . . , xN(ε).

Ïðèìåð 1. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

n3 + 7n+ 3

2n3 + 5n+ 4
=

1

2
.

Ðåøåíè å. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàäî ïî ëþáîìó ÷èñëó
ε > 0 íàéòè òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ÷òîáû äëÿ ëþáûõ n > N âûïîëíÿëîñü íåðà-
âåíñòâî ∣∣∣∣ n3 + 7n+ 3

2n3 + 5n+ 4
− 1

2

∣∣∣∣ < ε.

Ïðåîáðàçóåì åãî ëåâóþ ÷àñòü:∣∣∣∣ n3 + 7n+ 3

2n3 + 5n+ 4
− 1

2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2n3 + 14n+ 6− 2n3 − 5n− 4

4n3 + 10n+ 8

∣∣∣∣ =
9n+ 2

4n3 + 10n+ 8
.

Çàìåòèì, ÷òî
9n+ 2

4n3 + 10n+ 8
6

11n

4n3
=

11

4n2
.

Åñëè ÷èñëî N âûáðàòü òàê, ÷òîáû äëÿ n > N âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî 11
4n2 < ε, òî òåì

áîëåå äëÿ ýòèõ n áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 9n+2
4n3+10n+8

< ε. Ýòî âåðíî ïðè n >
√

11
4ε
.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå N ìîæíî âçÿòü öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà
√

11
4ε
.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñóùåñòâó-
åò ÷èñëî a òàêîå, ÷òî lim

n→∞
xn = a, ò. å.

∃ a ∈ R ∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N ∀n > N(ε) |xn − a| < ε.
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2 Ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ñâîéñòâî 1. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ, òî åå ïðåäåë åäèíñòâåííûé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü

lim
n→∞

xn = a < b = lim
n→∞

xn.

Âîçüìåì ε = b−a
3
> 0, òîãäà Oε(a) ∩ Oε(b) = ∅ â ñèëó âûáîðà ε. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî

îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè, äëÿ ε = b−a
3
> 0

∃N1 : ∀n > N1 xn ∈ Oε(a),

∃N2 : ∀n > N2 xn ∈ Oε(b).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ n > N1 + N2 xn ∈ Oε(a) ∩ Oε(b), ÷òî îçíà÷àåò íåïóñòîòó ýòîãî
ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå. �

Îïðåäåëåíèå 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè

∃M > 0 : ∀n ∈ N ⇒ |xn| 6M.

Ñâîéñòâî 2. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü
lim
n→∞

xn = a.

Âîçüìåì ε = 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî ïðè âñåõ n > N

|xn − a| < 1.

Òàê êàê
|xn| = |xn − a+ a| 6 |xn − a|+ |a|,

òî
|xn| < 1 + |a|,

åñëè n > N. Ïîëîæèì
M = |x1|+ . . .+ |xN |+ 1 + |a|.

Òîãäà
∀n ∈ N |xn| 6M,

÷òî îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü {xn}. �

Ñâîéñòâî 3. Åñëè xn 6 yn 6 zn äëÿ âñåõ n è

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = a, òî lim
n→∞

yn = a.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0. Òîãäà èç óñëîâèÿ lim
n→∞

xn = a ñëåäóåò,
÷òî

∃N1 : ∀n > N1 ⇒ a− ε < xn < a+ ε,

à èç óñëîâèÿ lim
n→∞

zn = a ñëåäóåò, ÷òî

∃N2 : ∀n > N2 ⇒ a− ε < zn < a+ ε.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ n > N1 +N2

a− ε < xn 6 yn 6 zn < a+ ε,

ò. å.
a− ε < yn < a+ ε,

à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞

yn = a. �

Ñâîéñòâî 4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn} ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {xn + yn} è

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0. Òîãäà èç
ïåðâîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

∃N1 : ∀n > N1 ⇒ |xn − a| <
ε

2
,

à èç âòîðîãî � ÷òî

∃N2 : ∀n > N2 ⇒ |yn − a| <
ε

2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè âñåõ n

|xn + yn − (a+ b)| 6 |xn − a|+ |yn − b|,

ïðè n > N1 +N2

|xn + yn − (a+ b)| < ε,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
lim
n→∞

(xn + yn) = a+ b = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn. �

Ñâîéñòâî 5. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn} ñõîäÿòñÿ, òî ñõîäèòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {xnyn} è

lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèçâåäåì îöåíêó ìîäóëÿ |xnyn − ab |:

|xnyn − ab | = |xnyn ∓ xnb− ab | = |xn(yn − b) + (xn − a)b | 6 |xn| |yn − b |+ |xn − a| |b |.

Èç ñõîäèìîñòè {xn} ñëåäóåò åå îãðàíè÷åííîñòü, ò. å.

∃M > 0 : ∀n ∈ N ⇒ |xn| 6M.

Òàêèì îáðàçîì,
|xnyn − ab | 6M |yn − b |+ |xn − a| |b|.

Âîçüìåì ëþáîå ε > 0. Èç óñëîâèÿ lim
n→∞

xn = a ñëåäóåò, ÷òî

∃N1 : ∀n > N1 ⇒ |xn − a| <
ε

2(|b |+ 1)
,
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à èç óñëîâèÿ lim
n→∞

yn = b ñëåäóåò, ÷òî

∃N2 : ∀n > N2 ⇒ |yn − b| <
ε

2M
.

Òîãäà äëÿ n > N1 +N2

|xnyn − ab | < ε,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
lim
n→∞

(xnyn) = ab = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn. �

Ñâîéñòâî 6. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn} ñõîäÿòñÿ,

lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b 6= 0,

òî ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xn
yn

}
è

lim
n→∞

xn
yn

=
lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèçâåäåì îöåíêó ìîäóëÿ

∣∣∣∣xnyn − a

b

∣∣∣∣:∣∣∣∣xnyn − a

b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣xnb− ynaynb

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣xnb− ab+ ab− yna
ynb

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣(xn − a)b+ a(b− yn)

ynb

∣∣∣∣ 6 |xn − a| |b |+ |a| |yn − b ||yn| |b |
.

Èç óñëîâèÿ lim
n→∞

yn = b ñëåäóåò, ÷òî

∃N0 : ∀n > N0 ⇒
∣∣ |yn| − |b | ∣∣ 6 |yn − b| < |b |

2
,

ò. å. |yn| > |b|
2
. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n > N0

1

|yn|
<

2

|b|
.

Èç ýòîãî æå óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

∃N1 : ∀n > N1 ⇒ |yn − b| <
εb2

4(|a|+ 1)
.

Èç óñëîâèÿ lim
n→∞

xn = a ñëåäóåò, ÷òî

∃N2 : ∀n > N2 ⇒ |xn − a| <
ε|b |

4
.

Òîãäà ïðè n > N0 +N1 +N2 ∣∣∣∣xnyn − a

b

∣∣∣∣ < ε,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

lim
n→∞

xn
yn

=
a

b
=

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
. �
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3 Áåñêîíå÷íî ìàëûå è áåñêîíå÷íî áîëüøèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé, åñëè
lim
n→∞

xn = 0.

Ðàçâåðíóòîå îïðåäåëåíèå:

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε) ⇒ |xn| < ε.

Ñâîéñòâî 1. Ñóììà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn} åñòü áåñ-
êîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Äëÿ íåãî

∃N1 : ∀n > N1 ⇒ |xn| <
ε

2
,

∃N2 : ∀n > N2 ⇒ |yn| <
ε

2
.

Òîãäà ∀n > N1 +N2

|xn + yn| 6 |xn|+ |yn| < ε. �

Ñâîéñòâî 2. Ïðîèçâåäåíèå {xnyn} áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} íà
îãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îãðàíè÷åííîñòè {yn} ñëåäóåò, ÷òî

∃M > 0 : ∀n ∈ N ⇒ |yn| 6M.

Èç óñëîâèÿ lim
n→∞

xn = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0

∃N ∈ N : ∀n > N ⇒ |xn| <
ε

M
.

Íî òîãäà

∀n > N ⇒ |xnyn| = |xn| · |yn| <
ε

M
·M = ε,

ò. å. {xnyn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. �

Îïðåäåëåíèå 5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε) ⇒ |xn| > ε.

Ýòîò ôàêò çàïèñûâàåòñÿ òàê:
lim
n→∞

xn =∞.

Ñâîéñòâî 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

1
xn

}
, îáðàòíàÿ ê áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {xn}, åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, âñå

åå ýëåìåíòû, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà n0, íå ðàâíû íóëþ. Äëÿ n > n0 ðàññìîòðèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn = 1

xn
. Âîçüìåì ε > 0 è ðàññìîòðèì E = 1

ε
> 0. Äëÿ íåãî ïî

îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ íîìåð N(E) òàêîé, ÷òî

|xn| > E, ïðè n > N(E).

Âîçüìåì òåïåðü n > max{n0, N(E)} è ðàññìîòðèì

|yn| =
1

|xn|
<

1

E
= ε,
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ò. å. ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. �
Ñâîéñòâî 4. Ïóñòü {xn} � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è òàêàÿ, ÷òî

xn 6= 0 ïðè n > n0. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{

1
xn

}
, îáðàòíàÿ ê {xn}, åñòü áåñêîíå÷íî

áîëüøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì yn = 1
xn

ïðè n > n0. Âîçüìåì E > 0 è ðàññìîòðèì

ε = 1
E
> 0. Äëÿ íåãî ïî îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ

íîìåð N(ε) òàêîé, ÷òî
|xn| < ε, ïðè n > N(ε).

Âîçüìåì òåïåðü n > max{n0, N(ε)} è ðàññìîòðèì

|yn| =
1

|xn|
>

1

ε
= E,

ò. å. ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ. �

4 Ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé, åñëè xn <
xn+1 ïðè ëþáîì n ∈ N. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé, åñëè xn > xn+1

ïðè ëþáîì n ∈ N.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ íåóáûâàþùåé, åñëè xn 6 xn+1 ïðè ëþáîì n ∈

N. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, åñëè xn > xn+1 ïðè ëþáîì
n ∈ N.

Íåóáûâàþùèå è íåâîçðàñòþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàçûâàþò ìîíîòîííûìè.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ïðåäåëå ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà. Åñëè íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî îíà ñõî-

äèòñÿ. Åñëè íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî îíà ñõîäèòñÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {xn} � íåóáûâàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü. Òîãäà, ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè òî÷íûõ ãðàíåé, îíà îáëàäàåò ñóïðåìó-
ìîì: ∃ sup{xn} = M . Ïîêàæåì, ÷òî lim

n→∞
xn = M. Èç ìîíîòîííîñòè {xn} è ñâîéñòâ

ñóïðåìóìà ñëåäóåò, ÷òî

∀ ε > 0 ∃N = N(ε) : ∀n > N(ε) ⇒ M − ε < xN 6 xn 6M < M + ε,

÷òî ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∀n > N(ε) |xn −M | < ε.

Åñëè {xn} óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî

lim
n→∞

xn = m = inf{xn}.

Äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîííà è íåîãðàíè÷åíà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íî áîëüøîé. Ïðè÷åì åñëè îíà íåîãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî lim
n→∞

xn = +∞, à åñëè

îíà íåîãðàíè÷åíà ñíèçó, òî lim
n→∞

xn = −∞.

Çàì å ÷ à í è å. Óòâåðæäåíèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ òåîðåì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: íåóáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ñâîåìó ñóïðåìóìó (êî-
íå÷íîìó èëè áåñêîíå÷íîìó), à íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ñâîåìó
èíôèìóìó (êîíå÷íîìó èëè áåñêîíå÷íîìó).
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4.1 Îïðåäåëåíèå ÷èñëà e

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yn =

(
1 +

1

n

)n+1

.

Äîêàæåì, ÷òî îíà óáûâàåò. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíåì ãåîìåò-
ðè÷åñêèì è àðèôìåòè÷åñêèì:

n
√
a1a2 . . . an 6

a1 + a2 + . . .+ an
n

,

ãäå âñå âåëè÷èíû a1, . . . , an ïîëîæèòåëüíû, à çíàê ðàâåíñòâà áóäåò ïðè óñëîâèè a1 =
a2 = . . . = an. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó

n+1

√(
1− 1

n

)n
=

n+1

√
(1− 1

n
)n · 1.

Òîãäà (
1− 1

n

)n
<

(
n

n+ 1

)n+1

,

(
n− 1

n

)n
<

(
n

n+ 1

)n+1

,(
n+ 1

n

)n+1

<

(
n

n− 1

)n
è îêîí÷àòåëüíî (

1 +
1

n

)n+1

<

(
1 +

1

n− 1

)n
,

ò. å. yn < yn−1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàåò.
Îíà, î÷åâèäíî, îãðàíè÷åíà ñíèçó: yn > 1 ïðè âñåõ n ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

.

Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àþò e.

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= e = 2, 718281828459045 . . .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn =

(
1 +

1

n

)n
=

yn
1 + 1

n

.

Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

xn =
lim
n→∞

yn

lim
n→∞

(
1 + 1

n

) = e.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e.

Ýòèì ñîîòíîøåíèåì è îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî e.
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4.2 Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ìíîæåñòâ. Íî, ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé â ñèëó ñâîåé çíà÷èìîñòè èìååò ñìûñë
ôîðìóëèðîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî è êîòîðûé ìîæåò áûòü äîêàçàí íåçàâèñèìî ÷åðåç ïîâå-
äåíèå ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} : yk = xnk
, ãäå

n1 < n2 < . . . < nk < . . . íàçûâàåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn}. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ, òî è ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

Òåîðåìà (òåîðåìà Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Èç ëþáîé

îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î 1 (íà îñíîâå òåîðåìû Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ìíîæåñòâ).
Îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îçíà÷àåò îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà åå çíà÷åíèé.
Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: êîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîíå÷íûé íàáîð ÷èñåë è êîãäà îíî áåñêîíå÷íî.

1. Ïóñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} êîíå÷íî è ñîñòîèò èç p ÷è-
ñåë. Îáîçíà÷èì èõ {a1, a2, . . . , aq}. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåñêîíå÷-
íîå ÷èñëî, à çíà÷åíèé � êîíå÷íîå, õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû áû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ). Ïóñòü ýòî çíà÷åíèå a1. Âûáåðåì
ïåðâûé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíûé a1, è îáîçíà÷èì åãî íîìåð n1:

xn1 = a1.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíèìàåò çíà÷åíèå a1 áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, íàéäåòñÿ
äðóãîé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðîì n2 > n1, òàêæå ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå
a1:

xn2 = a1, n2 > n1.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèíèìàåò çíà÷åíèå a1 áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, à ìû íà-
øëè òîëüêî äâà òàêèõ ýëåìåíòà, íàéäåòñÿ òðåòèé ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðîì
n3 > n2, òàêæå ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå a1:

xn3 = a1, n3 > n2.

È ò.ä. Ýòîò ïðîöåññ íå ïðåðâåòñÿ, ïîòîìó ÷òî íà êàæäîì êîíå÷íîì øàãå âûáðàííûìè
îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ðàâíûõ a1, à íå âûáðàííû-
ìè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îñòàåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì
ìû ïîñòðîèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xnk
= a1, nk > nk−1,

êîòîðàÿ, áóäó÷è ñòàöèîíàðíîé, ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó a1.
2. Ïóñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} áåñêîíå÷íî. Îáîçíà÷èì åãî

X. Òîãäà, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî�Âåéåðøòðàññà äëÿ ìíîæåñòâ, ýòî ìíîæåñòâî èìååò ïðå-
äåëüíóþ òî÷êó, a ∈ X ′. Âûäåëèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëíîñòè {xn}, ñõî-
äÿùóþñÿ ê òî÷êå a. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîé òî÷êè, â ëþáîé åå îêðåñòíîñòè ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X. Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñò-
íîñòåé {Oαk

(a)} ñ ðàäèóñàìè αk, ãäå αn � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ áåñêîíå÷íî
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ìàëàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàññìîòðèì Oα1(a). Â íåé íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëå-
ìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}; âûáåðåì îäèí èç íèõ, íå ðàâíûé a, è îáîçíà÷èì åãî
íîìåð n1:

xn1 ∈ Ŏα1(a).

Ðàññìîòðèì Oα2(a). Â íåé íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn}, ïîýòîìó íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí, íå ðàâíûé a, è ñ íîìåðîì, áîëüøèì, ÷åì n1:

xn2 ∈ Ŏα2(a), n2 > n1.

È ò.ä. Â îêðåñòíîñòè Oαk
(a) íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn}, ïîýòîìó íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí, íå ðàâíûé a, è ñ íîìåðîì, áîëüøèì, ÷åì nk−1:

xnk
∈ Ŏαk

(a), nk > nk−1.

Ýòîò ïðîöåññ íå ïðåðâåòñÿ, ïîòîìó ÷òî â êàæäîé ñëåäóþùåé îêðåñòíîñòè ñîäåðæèòñÿ
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à âûáðàííûìè îêàçûâàåòñÿ òîëüêî
êîíå÷íîå ÷èñëî.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê a. Äëÿ αk èìååì:

αk → 0 ⇔ ∀ ε > 0 ∃Kε ∈ N : ∀ k > Kε ⇒ |αk| < ε.

Òîãäà äëÿ ýëåìåíòà ïîñòðîåííîé ïîäîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íîìåðîì k > Kε ïîëó÷àåì

xnk
∈ Ŏαk

(a) ⇔ |xnk
− a| < αk < ε ⇒ lim

k→∞
xnk

= a.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î 2 (íà îñíîâå ïîâåäåíèÿ ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé). Èç
îãðàíè÷åííîñòè {xn} ñëåäóåò, ÷òî

∃M > 0 {xn} ⊂ [−M,M ] = ∆0.

Ðàçäåëèì îòðåçîê ∆0 ïîïîëàì è îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆1 ëþáóþ ïîëîâèíó, ñîäåðæàùóþ
áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ èç {xn}, xn1 ∈ ∆1. Ðàçäåëèì îòðåçîê ∆1 ïîïîëàì è îáî-
çíà÷èì ÷åðåç ∆2 ëþáóþ ïîëîâèíó, ñîäåðæàùóþ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ èç {xn}.
Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò xn2 ∈ ∆2 è n2 > n1. Ïðîöåññ äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì, âûáîðà
îäíîé èç ïîëîâèí îòðåçêà è ýëåìåíòîâ â íåé ïðîäîëæèì ïî èíäóêöèè. Ïîëó÷èì ñèñòåìó
âëîæåííûõ îòðåçêîâ ∆1 ⊃ ∆2 ⊃ ∆3 ⊃ . . . ⊃ ∆n ⊃ . . . è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

òàêóþ,
÷òî

∀ k ∈ N nk+1 > nk, xnk
∈ ∆k = [ak, bk].

Òîãäà ïî òåîðåìå Êàíòîðà î âëîæåííûõ îòðåçêàõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà c,
ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì îòðåçêàì è ak → c, bk → c. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî k → ∞ â
íåðàâåíñòâàõ ak 6 xnk

6 bk, ïîëó÷èì xnk
→ c. �

5 Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé èëè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè

∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N : ∀n > N(ε) ∀ p ∈ N ⇒ |xn − xn+p| < ε.

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè). Äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåëà ïðåäåë íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà

ôóíäàìåíòàëüíà.
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