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1.1.1.

-
, . . -

- , -
. : 

( ), 
. 

-
,  ( ) -

. 
 f(x). ,  F(x), -

. 
:  F(x)  f(x) 

, 
 F'(x),  f(x), . . 

F '(x) = f(x). 

1. 2( ) 1F x x -

2
( )

1

x
f x

x
 (�1;1), -

: 

1.1
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2
1 .

1

x
x

x
 

2. ( ) sinF x x  �
f(x) = cosx (� ; ), -

: 
(sinx)' = cosx. 

 F(x)  f(x) -
,  F(x) + ,  � , 

 f(x) . : 

(F(x) + C)' = F''(x) + (C)' = F '(x) = f(x). 

, -
. 

. 
, , -

 f(x) �  f(x) -
: 

( )f x dx , 

 f(x) � , f(x)dx � ,  � 
. 

, 
: 

( ) ( )f x dx F x C , (1.1.1) 

 F(x) � , 
F(x) + C � . 

 1. -

( ) ( ) ( ) ( )f x dx F x C F x f x . 

 2. -
. : 
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( ) ( ) ( ) ( )d f x dx d F x C F x C dx f x dx . 

 3. -
. 

( ) ( ) ( )d f x f x dx f x C . 

, 
, 

(
). 

 4. 
: 

( ... ) ,u dx udx dx dxK

 u, ,�,  � . 

 5. 
, . .: 

( ) ( ) ,f x dx C f x dx

 � . 
. ( ). -

-
, . . 

( ) ( ) ,f x dx F x C  ( ) ( ) ,f t dt F t C

 t = (x) � . 

, 
. 

1.1.2.

1. ;dt t C

2. 
1

, 1;
1

n
n t

t dt C n
n
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2 . 
1

2 , ;
2

dt
t C n

t
 

2 . 
1

1
, 0;

( 1)n n

dt
C n

t n t
 

3. ln ;
dt

t C
t

 

4. ;
ln

t
t a

a dt C
a

5. ;t tdt e C  

6. cos sin ;tdt t C

7. sin cos ;tdt t C  

8. 
2

;
cos

dt
tgt C

t
 

9. 
2

;
sin

dt
ctgt C

t
 

10. ln cos ;tgtdt t C

11. ln sin ;ctgtdt t C  

12. ln ;
sin 2

dt t
tg C

t

13. ln ;
cos 2 4

dt t
tg C

t
 

14. 
2 2

arcsin ;
dt t

C
aa t

15. 
2 2

1
arctg ;

dt t
C

a aa t

16. 
2 2

1
ln ;

2

dt t a
C

a t at a
 

2 2

1
ln

2

dt a t
C

a a ta t

17. 2 2

2 2
ln ;

dt
t t a C

t a
 

18. 
2 2 2

2 2 arcsin ;
2 2

t a t a t
a t dt C

a

19. 
2 2 2

2 2 2 2ln ;
2 2

t t a a
t a dt t t a C  
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-
,  t , -

, . . t = (x). 
, -

3. ln ;
dz

z C
z

 5. ;u ue du e C  6. cos sinydy y C . . 

 dx. 
: x, t, z, u, y. 

-
, . 

 - . 

1.1.3.

, -
: 

1) ; 
2) ; 
3) -

. 
 3. 92x dx

. 5 
 2 : 

92x dx =
10

92 2
10

x
x dx c . 

 4. cos3 (cos )x d x

.  4 -
, 

cos
cos 3

3 (cos )
ln3

x
x d x c  

 5. 25cos 2 3x x dx . 

.  4  5, 
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25cos 2 3x x dx = 25 cos 2 3xdx dx x dx . 

,  6,1,2 -
, 

1 15 cos 5(sin ) 5sin 5xdx x c x c ; 

2 22 2( ) 2 2dx x c x c ; 

2 1
2 3

3 33 3 3
2 1

x
x dx c x c . 

, 

25cos 2 3x x dx = 3
1 2 35sin 2 (5 2 3 )x x x c c c . 

, -
: =5 1+2 2+3 3, 

25cos 2 3x x dx = 35sin 2x x x c . 

 6. 
216

dx

x
. 

. , -
 14, = 16 =4, 

2 2
arcsin

44

dx x
c

x
. 

 7. 
25 6 1x x

dx
x

. 

. , . 
 4  5. 

25 6 1x x
dx

x
=

2

5 6
x x dx

dx dx
x x x

=
3 1

2 25 6x dx x dx + 
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+
1

2x dx =

5 3 1

2 2 2
5 35 2 2

6 5 6 2
5 3 1 5 3
2 2 2

x x x
c x x x c= 

= 5 32 4 2x x x c . 

1

1

n
n t

t du c
n

, n �1. 

 8. 2tg xdx . 

. . 

 2 2
2 2

1 1
1 1

cos cos
tg x tg x

x x
,  4 

2tg xdx=
2 2

1
1

cos cos

dx
dx dx tgx x c

x x
. 

 8 1.

. : 

1. 3 2x dx ; 2. 
3 2

du

u
; 

3. 3t dt ; 4. 
dx

x
; 

5. 
2

dx

x
; 6. 

2

(cos )

cos

d x

x
; 

7. 2 33 1x x x dx ; 8. 4 5
2

1 1
3x x x dx

xx
; 

9. 
2 2

2 3

1 1
dx

x x
; 

10. 2 3x x dx ; 

11. 
3

2
x

x e
e dx

x
; 

12. sin 5cosx x dx ; 

13. 
2

sin cos
2 2

x x
dx ; 14. 

2 2

cos2

cos sin

x
dx

x x
; 

15. 
4

21

x dx

x
; 16. 

2

2

3 2

cos

ctg x
dx

x
; 
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17. 
3

2

1 sin

sin

x
dx

x
; 

18. 2ctg xdx ;

19. 2sin
2

x
dx ; 20. 

2 2

4

1 1

1

x x
dx

x
; 

21. 
2

2 1

x
dx

x
; 22. 

2 2

1 1

25 5
dx

x x
; 

23. 
22

1 1

34
dx

xx
; 24. 

2

2

2

1

x
dx

x
; 

25. 
2 3

1 1 1
dx

x x x
; 26. 

4 3

1 1
dx

x x
; 

27. 
4

4 3
x

x dx
x

; 28. 
2

1
cos

x
x e

e dx
x

; 

29. 
8

4

5 1x
dx

x
; 

30. 

3
1x

dx
x

; 

31. 
2

2

3 4

sin

tg x
dx

x
; 32. 

2

sin cos
2 2

x x
dx ; 

33. 2x xe dx ; 34. 2cos
2

x
dx ; 

35. 
4 2

2

3 3 1

1

x x
dx

x
; 36. 

5

2

1

1

x x
dx

x
; 

37. 
4 2

2

2 4 1

1

x x
dx

x
; 38. 

4 2

2

3 3 1

1

x x
dx

x
; 

39. 
2 5

10

x x

x
dx ; 40. 

416

dx

x
; 

41. 
2

2 2

1 2

(1 )

x
dx

x x
. 

1.1.4.

-
-

. 
, -

, 
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. 
, , 

. 

. 
 1. cos3xdx . 

. . dx 
1

(3 )
3

d x , . . 

3 . -

cos3xdx =
1

cos3 (3 )
3

xd x =
1

sin3
3

x c . 

 2. 
35

1

( 5)
dx

x
. 

. . 

35

1

( 5)x
=

3

5

1

( 5)x

=
3

5( 5)x . 

 dx=d(x+5) 

3

5( 5)x dx =

3
1

5( 5)
3

1
5

x
c = 

2

5( 5)
2

5

x
c =

255 ( 2)

2

x
c . 

 3. 
2sin (2 5)

dx

x
. 

. .  dx 
1

2
d(2x�5). 

2

1 (2 5)

2 sin (2 5)

d x

x
=

1
(2 5)

2
ctg x . 
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 9. 

 4. 1
4

x
tg dx

.  dx  4d(
4

x
+1)u

 10. 

4 1 1
4 4

x x
tg d = 4ln cos 1

4

x
c . 

 5. 3sin cosxe xdx . 

. , 3cosx � 3sinx, . . 
3sin 3cosd x xdx . 

3sinx=u,  du=3cosxdx. 
, : 

3sin cosxe xdx = 3sin1
3cos

3
xe xdx= 

=
1 1

3 3
u ue du e c = 3sin1

3
xe c . 

 5. 

 6. 
2ln 3

dx

x x
. 

. , 
dx

x
 lnx, . . d(lnx) = 

dx

x
. -

u = lnx,  du = 
dx

x
. 

2ln 3

dx

x x
=

2 3

du

u
=

22 3

du

u
=

1 3
ln

2 3 3

u
c

u
= 

=
1 ln 3

2 3 ln 3

x
c

x
. 

 16. 

 7. 
3 2

3 2

xe
dx

x
. 
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. , 
3

3 2
2 3 2

dx
d x

x
. 

u= 3 2x ,  du=
3

2 3 2

dx

x
. 

3 2

3 2

xe
dx

x
=

2

3
ue du = 3 22 2

3 3
u xe c e c . 

 5. 

 8. 
21

x

x

e dx

e
. 

. , ( )x xd e e dx .  xe u , du= xe dx . -

,  2xe = (ex)2 = u2. 

21

x

x

e dx

e
= 2

2
ln 1

1

du
u u c

u
= 2ln 1x xe e c . 

 17. 

 9. 
3 22

xdx

x
. 

. 

3 22

xdx

x
= {

2

1 1
2 2 23 3

2

1 1
2 2 2 2

2 2
d x u du

x xdx x d x
14 2 43 1 4 2 43

=

2
2 321

22
3

x
c =

2 233
(2 )

4
x c . 

 10. 
32 4xx dx . 

. 
32 4xx dx =

3 24x x dx = {
3

3

21
4 3

3

x

d x

x dx = {
{

3 31
4

3 u

x

a du

d x = 
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=
31

4
3 ln 4

x c . 

 4. 

 11. 
23 ln 3

dx

x x
. 

. 

23 ln 3

dx

x x
=

2

3ln 3
dx

x
x

=
2

3ln 3 (ln 3)x d x = 

=

1

3(ln 3)
1

3

x
c = 33 ln 3x c .

1.1.5.  ( ) 

, -
, 

,  = (t); dx = '(t)dt, ( , (t) '(t) -
). 

( ) ( ) ( ) .f x dx f t t dt

-
 F(t) + C, 

, . .  = (t)  t = 
( ),  t ( ). 

, -
. , 

(t) . 
. 

« » 
. 

. 

 1. 
2

.
1

x
dx

x
  

.  1t x ,  = t2+1; dx=2tdt, 
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2
2 32 3 2

2 2 6 6
31

x t
dx tdt t dt dt t t C

tx
. 

 t 1x , 

32 2
( 1) 6 1 .

31

x
dx x x C

x
 

 2. 
2

.
1

dx

x x

1
,x

t
 

2

1
.dx dt

t
 

. 

2 2

2 2

1 1
2

2 1 1 2 21
ln 1 ,

11 1 1

t t

t t t

dt dtdx dt
t t C

x x t t
 

 
1

.t
x

  t 
1

, 

2

2

1 1
ln ,

1

dx x
C

x xx x
 

(  = tgt). 

 3. 
1

.
1

x
dx

x
 -

. cos2 ;x t  
2sin 2 .dx tdt  

1

1

x

x
: 

2

2

1 1 cos2 2cos
.

1 1 cos2 2sin

x t t

x t t
 

: 
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21 cos
( 2sin 2 ) 4 cos 2 (1 cos2 )

1 sin

x t
dx tdt tdt t dt

x t

2 2 cos2 2 sin 2 ,dt tdt t t C  

 
1

arccos ,
2

t x  , : 

21
arccos sin(arccos ) arccos 1 .

1

x
dx C x x C x x

x
 

. 
42. cos5xdx ; 43. sin 7xdx ;

44. sin(3 5)x dx ; 45. 2xe dx ;

46. tgxdx ; 47. 
2cos 3

dx

x
; 

48. 
2sin

3

dx
x

; 49. 
9

2 5x dx ; 

50. 
2 3

dx

x
; 51. 2 5x dx ;

52. 3 3 7xdx ; 53. 
5 2

dx

x
; 

54. 
2 3

dx

x
; 55.

2xe xdx ; 

56. 
5

3 1

dx

x
; 57. 

2 1

xdx

x
; 

58. 
22

xdx

x
; 59. 

4

5 7

x
dx

x
; 

60. 
sin

1 3cos

x
dx

x
; 61. 

cos3

3 sin3

x
dx

x
; 

62. 3cos sinx xdx ; 63. 2sin cosx xdx ;

64. cos sinxe xdx ; 65.
3 2xe x dx ;

66. sin cosxe xdx ;
67. 

xe
dx

x
; 

68. 
arctg

21

xe
dx

x
; 69. 

2cos

tgxe
dx

x
; 
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70. 
3

cos

sin

x
dx

x
; 71. 

5

sin

cos

x
dx

x
; 

72. 
(1 ln )

dx

x x
; 73. 

1 ln x
dx

x
; 

74. 52 3 8x x dx ;
75. 

1

2

1
3x dx

x
 

76. 
100

2

arctg

1

x
dx

x
; 77. 

24

x

x

e dx

e
; 

78. 
cos x

dx
x

; 79. 
5 2(arccos ) 1

dx

x x
; 

80. 
2

arcsin

1

x x
dx

x
; 81. 

2

1 2sin

cos

x
dx

x
; 

82. 
2

1 sin 2

sin

x
dx

x
; 83. 3 cos5 sin5x xdx ;

84. 
7

cos3

3 5sin3

xdx

x
; 85. 

2

2

arctg

1

x
dx

x
; 

86. 
3

2

arcsin

1

x
dx

x
; 87. 

2 x dx

x
; 

88. 
1

x
dx

x
; 89. 

1

2

x
dx

x x
; 

90. 
( 1)

x
dx

x x
; 91. 

1

dx

x
; 

92
1

dx

x x
.; 93. 

1 1

xdx

x
; 

94. 
3

1

x dx

x
; 95. 

42

x dx

x
; 

96. 
3

8 3

x dx

x
; 97. 

2

1

1

x
dx

x
; 

98. 
2

1

1

x
dx

x
; 99. 

2

2 3

4

x
dx

x
. 

1.2.
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-
. , 

( ) ,d u u d du  
( ) .u d d u du  

, : 

( )ud d u du

u d u du  (1.2.1) 

 (1.3.1) . 
, f(x)·dx 

-  u 
 d .  u, , -

 du, . . .  d
, . . . -

, 
, 

.u d -

 u. 
, 

,  «u», 
 (  dx!)  «d ». 

 1. 
3

cos
.

sin

x x
I dx

x
 ,  «u» -

,  « » 

u = x, du = dx, 
3

cos

sin

xdx
d

x 3

cos
.

sin

xdx

x
 

 z = sinx; dz = cosxdx, 

3 2 2

1 1
.

2 2sin

dz

z z x
 

 d , -
, 

,  (1.3.1). 

 (1.2.1), : 
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2 2 2

1 1
.

2 22sin sin 2sin

x dx x
I ctgx C

x x x
 

 2. arctg .I x dx  «u»  arctgx, 

 d  =dx. : 

u = arctgx 21

dx
du

x

d  =dx x

 (1.3.1) : 
2

2 2

1 2 1
arctg arctg arctg ln(1 ) .

2 21 1

xdx xdx
I x x x x x x x C

x x
 

 3. .xI xe dx   «u» , 

u = du = dx 
xd e dx  xe

 (1.3.1) 

.x x x xI xe e dx xe e C  

. 

 4. 2 cos .I x xdx  

u = 2 du = 2xdx 
d  = cosxdx = sinx

2 sin 2 sin .I x x x xdx  

1 sinI x xdx �  ( , 

 cosx  sinx , 2

). 
 I1 � , 

u = du = dx
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d  = sinxdx cos x

 1 cos cos cos sin .I x x xdx x x x C  

 I1 , 

2 sin 2 cos 2sin .I x x x x x C  

, 
. 

: 

1. ( )sin ;P x xdx  2. ( )cos ;P x xdx  3. ( ) ;xP x a dx  4. ( ) ;xP x e dx

( ) � ,  u. 
 « ».

: 

1. ( )arcsin ;P x xdx  2. ( )arccos ;P x xdx  3. ( )arctg ;P x xdx  4. ( )ln ;P x xdx

arcsinx, arccosx, 
arctgx  lnx,  «u». 

5. (2 3) .xI x e dx

, 
u = 2  + 3 du = 2dx 

xd e dx  xe
, :  

(2 3) 2 (2 3) 2 2x x x x x xI x e e dx x e e C xe e C

6. 3 2( 4 5)ln .I x x xdx , 

3 2
4 3

ln

1 4( 4 5) 5
4 3

dx
duu x x

d x x dx x x x

 (1.2.1) 
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4 3 3 21 4 1 4
5 ln 5

4 3 4 3
I x x x x x x dx

4 3 4 31 4 1 4
5 ln 5 .

4 3 16 9
x x x x x x x C  

-
,     (

u  d )   , -
. 

 7. cosln .I x dx  -

 coslnx, 

u = coslnx sin ln
dx

du x
x

d  = dx  = x 

 (1.3.1) cosln sin ln .I x x xdx  -

u = sinlnx cosln
dx

du x
x

d  = dx  = x

cosln sin ln cosln .I x x x x xdx  

. . 

I = x(coslnx + sinlnx) � I. 

2I = x(coslnx + sinlnx), 

1
(cosln sin ln ) .

2
I x x x C  

sin ln ,xdx

cos ,axe bxdx sinaxe bxdx , -
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. . 
. 

1. 
2 2

sin ( sin cos ) ;
ax

ax e
e bxdx a bx b bx C

a b
 

2. 
2 2

cos ( sin cos ) .
x

ax e
e bxdx b bx a bx C

a b
 

8. 2 sin3 .xe xdx  a = �2; b = 3, 

, 

2
2 sin3 ( 2sin3 3cos3 ) .

13

x
x e

e xdx x x C  

. 
100. arctgx xdx ; 101. arcsin xdx ;

102. 
arcsin

1

x
dx

x
; 103. arctg 7 1x dx ;

104. 
2

arctgx
dx

x
; 105. 

arcsin x
dx

x
; 

106. ln xdx ; 107. lnx xdx ;

108. ln 3 2x x dx ; 109. 2 3 2 lnx x xdx ; 

110. 34 6 7 lnx x xdx ; 111. ln 1 1x x dx ; 

112. xx e dx ; 113. 5xx e dx ;

114. 3 xx e dx ;
115. 2 2

x

x e dx ; 

116. cosx xdx ; 117. sinx xdx ;

118. 1 cos3x xdx ; 119. 2 sinx xdx ;

120. 2 sinx xdx ; 121. 2 xx e dx ;

122. 
2sin

xdx

x
; 123. 

2cos

xdx

x
; 

124. sinxe xdx ; 125. 2 cos3xe xdx ;

126. sin
2

x x
e dx ; 127. 3 1 cosx xdx ; 
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128. 2ln xdx ; 129. 2ln 2x dx ; 

130. sin ln x dx ; 
131. 

arctg x
dx

x
; 

1.3. . 
. 

: 

1
1 1 0...n n

n nx b x b x b x b , 

 n- ,  n; 

1 0, ,..., ,n nb b b  � , -
, ,  0nb , 

 � , -
. , 

. 
3 5 3P x x x  � -

 3 2 1 01, 0, 5, 3b b b b . 
2 1P x x  � -

. 
: 3, 1, 2+i � . 

, -
. 

 0 � , . 

, . -
. 

1. 7 6 32 3P x x x x  
2 2Q x x x

x7 + 2 6 + 3 3 2  + 2
x7 + 2 6 5 + 3  � 6 
0  + 0 

 3 3 

 3 3 + 6 2 
 0    � 6 2 
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 � 6 2 � 12
 0 +  12

2 2x x Q x  - , 
5

13 6x x P x  - , 

 12x R x  - . 

. ( ) 
 Q(x): 

1. ( ) = 4 + 3 2 + 4; Q(x) = x2 � 3x + 5 
2. ( ) = 8 + 7 � 3 4; Q(x) = x3 + 2x2 
3. ( ) = 5 + 4 � 8; Q(x) = x3 � 4x 

1.3.1.

 n  n-  (   -
)  n-  -

: 

n( ) = bn (x � z1) (x � z2) (x � z3)� (x � zn), (1.3.1) 

 z1, z2, z3 � zn  � . 
1, 2, 3 � 

n, -

n( ) = bn (x � 1) (x � 2) (x � 3)� (x � n). (1.3.2) 

 (1.3.1)  z = i, -
 z = � i 

( ). -
. -

: 

2

2 2 2 22

z x z x i x i

x x i x i i i

x x x px q

 = �2  q = 
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( ) 
 ( � ), , -

 ( 2� + q), -
: 

n( ) = bn (x � 1) � (x � k) (x
2 + p1x + q1)� (x2 + pt x + qt). (1.3.3) 

 k + 2 t = n. 
.  k, 

( � )k.
 =  k. 

2 + + q t 
, ,  ( 2 + + q)t 

�  t. 

n( ) = (x � )k � (x2 + px + q)t. (1.3.4) 

 2. ( ) = 5 � 5 3 + 4 . 
. . : 

 ( 4 � 5 2 + 4) = 0. 
1 = 0. , 
: 

4 � 5 2 + 4 = 0;  x2 = t; t2 � 5t + 4 = 0 
D = 25 � 16 = 9;  t1 = 4; t2 = 1. 

2 = 2, 3 = �2, 4 = 1, 5 = �1. 

, 

5 � 5 3 + 4  = (  � 0) (  � 2) (  + 2) (  � 1) (  + 1). 

 3.  ( ) = 3 � 3 2 + 4. 
. 3 � 3 2 + 4 = 0. 

: 
, , 

. 
 4  ± 1; ± 2; ± 4. : 1 

= �1; 2 = 2 . 
:  =  k 

( ), ( ) = '( ) = "( ) = � (k � 1)( ) = 0; (k)( )  0. 
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 ( 3 � 3x2 + 4)' = 3 2 � 6  = 2, . . 
 = 2 . 

3 � 3 2 + 4 = (  + 1) (  � 2)2. 

 4. ( ) = 4 � 16. 
. . 

( ) = ( 2 � 4) ( 2 + 4) = (  + 2) (  � 2) ( 2 + 4) -
1 = �2; 2 = 2; : 

2 + 4 = 0; 2 = �4; 3,4 4 2i

: 

4 � 16 = (  + 2) (  � 2) ( 2 + 4). 

. : 

1. ( ) = 3 � 2 +  � 1
2. ( ) = 4 � 6 2 + 8
3. ( ) = 3 � 6 2 + 12  � 8.

1.4.2 

. 
: 

1
1 1 0

1 1 0

( )

( ) ...

m m
m m

n n
n n

b x b x b x b

Q x c x x c x c
. 

 m  n, . 
 m < n, . 

( ( ) 
 Q(x)) 

 �  ( ) . 
( )

( )Q x
-

 4- , 
Q(x), . 
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1. Q(x) , 
( )

( )Q x
: 

1 2

1 2

( )
... .

( )
n

n

AA

Q x
 (1.3.5) 

. . -
. 

1, 2, �, n � , . 

: , . . -
. 

 1-  
, 1, 2 � n (   -

). 
2. Q(x) 

, 
( )

( )Q x
: 

1 1 2
1 2

11 2 2 2 2

( ) ( )
...

( ) ( )( )
k

k k
n

BB B

Q x x a x a
. (1.3.6) 

, , 
, ,  = 2  k-

.  0- -
1, 1, � k.

 5. -
: 

3

2

1

1 3 2
. 

 4 :  = �2 . 
-

: 

3

2 2

1

1 3 21 3 2 2

D
. 



33

33

3. Q(x) , . . 

, 
( )

( )Q x
: 

1 1 1 1 2 2
2 2 2

1 1 2 2

2 2

( )
... .

( ) ( ) ( ) ( )

n n

n n

A x B
A x B A x B

Q x q q q
 (1.3.7) 

-
, -

, . , -
 2- , , 

 1- 1, 2 � n/2; 1, 
2 � n/2. 

4. , 
, : 

2 2
1 1 2 2

1 1 2 2
2 2 2

1 1 2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )( )

...
( ) ( ) ( )

k

k k
k

Q x q q

A x BA x B A x B

q q q

.  (1.3.8) 

 6. : 

1 1 2 2
2 2 2 2 2

1

2( 1) ( 2) 1 ( 1)

D
. 

. 
: 

1. 
3 2

3 1

5 6
; 

2. 
2

3

1

4
; 

3. 
4 3 2

2 3

3 3
; 



34

34

4. 
2

3

2

4
; 

5. 
2

4 2

2
; 

6. 
3

2

1
. 

-
. , 

 (1.4.5), (1.4.6), (1.4.7), (1.4.8), -
. , -

, , . 
-

. -
. 

 7. : 

3

3

( ) 1

( ) ( 1)Q x

 4 : 1 = 0, 2,3,4 = 1, , -
 4- : 

3

3 2 3

1

1( 1) ( 1) ( 1)

D
. 

-
: 

3 2
3

3 2 3

( 1)( 1) ( 1)
1

1( 1) ( 1) ( 1)
D

3 3 2 3 2 2

3 3

1 ( 3 3 1) ( 2 ) ( )

( 1) ( 1)

D
. 
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, . 

3 1 = + 
2 0 = �3  � 2  +  
1 0 = 3  +  �  + D 
0 1 = �  

-
: 

 = �1,  = 2,  = 1, D = 2. 

: 

3

3 2 3

1 1 2 1 2

1( 1) ( 1) ( 1)
. 

 8. 

3 2

( ) 3 2

( ) 5 6Q x

, : 

x ( 2 + 5x + 6) = 0; x1 = 0; x2 = �2; x3 = �3. 

: 

3 2

( 2)( 3) 2 3
. 

3 2 ( 2)( 3) ( 3) ( 2)

( 2)( 3) ( 2)( 3)
. 

, 

3  + 2 = (  + 2)(  + 3) + (  + 3) + (  + 2). 
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. 
, , . 

: 

 = 0; 2 = 6 ; 
1

3
 = �2; �4 = �2 ;  = 2 

 = �3; �7 = 3 ; 
7

3
: 

3 2

3 2 1 2 7

3 2 3( 3)5 6
. 

. 
: 

1. 
3 25 8 4

; 

2. 
3

1
; 

3. 
2

2

3 3

1
; 

4. 
2

3 2

3 3

1 1
; 

5. 
2

3

4 16 8

4
; 

6. 
2

2 2

1

( 1)
. 

1.4.

1.4.1.

,  � -
. , -

( ) 
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. , 
, , 

4- :

2 2
; ; ; .

( ) ( )k k

A A Ax B Ax B

x a x a x px q x px q
 

4-
: 

ln .
A

dx A x a c
x a

 

1( )
.

1( )

k

k

A x a
dx A c

kx a
 

2

Ax B
dx

x px q
, . 

 1. 
22 2 3

dx

x x
. 

.  2 -
: 

2
2 3 1 3 1

2 2
2 2 2 4

x x x ; 

22 2 3

dx

x x
=

2

1

2 1 3 1

2 2 4

dx

x

=
2

1

2 1 5

2 4

dx

x

= 

2
2

1
1 1 1 2 1 2 12arctg arctg
2 2 2 5 5 5 55

22

xdt x
x t c c

t

. 

 2. 
2

3 2

6 9

x
dx

x x
. : 
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x2 + 6x � 9 =
2 2

26 6
9 3 18

2 2
x x . 

 t = x + 3. 

2

3 2

6 9

x
dx

x x
=

2

3
3 2

3
( 3) 18

x t
x

dx x t
x

dx dt

=
2

3( 3) 2

18

t
dt

t
= 

=
2

3 9 2

18

t
dt

t
=

2

3 11

18

t
dt

t
=

2 2

3 11

18 18

t
dt dt

t t
= 

=
2 22

3 11
18 18

t dt
dt

t t
=

2

2

1 ( 18)
3

2 18

d t

t

2
22

3 1 18
11 ln 18 11 ln

2 2 18 1818

dt t
t c

tt

23 18 3 18
3 ln 3 18 11 ln .

2 2 18 3 18

x
t x x c

x
 

2 k

Ax B
dx

x px q
 , 

, -
. , 

. 
 3. : 

2 2

( 1)

( 2 3)

x dx

x x

, -
: 

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2( 1) 1 ( 2 3)2 2

2( 2 3) ( 2 3) ( 2 3) ( 2 3)

x
x dx d x x dx

dx
x x x x x x x x

. 
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2

1 2 2 2

1 ( 2 3) 1 1

2 2( 2 3) 2 3

d x x
J

x x x x
 � 

. 

2 2 2( 2 3)

dx
J

x x
. 

 2- : 

2 2 2 2 2 22

( 1)
.

( 2 3) ( 2)( 1) 2

dx d x dt
J dx

x x tx
 

 t2: 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1
.

2 2 2( 2) ( 2) ( 2)

t t t t
J dt dt dt

t t t
 

 J2 � , 
, : 

2 2

2 2 2

2

2
;

1 1 1 2 ( 2)
arctg

2 2 ( 2)2 2 2 1
;

2

t
u t d dt

t t t
J t dt

t
du dt

t

2 2

1 1
arctg .

4 2 22 2 2

t t dt

t t
 

2 2

1 1 1
arctg arctg .

4 22 2 2 4 2 2

t t t
J

t
 

: 2 2 2 2

1 1 1
arctg .

( 2 3) 4( 2 3)4 2 2

dx x x
J

x x x x
 

 J2 , 
: 

2 2 2

( 1) 1 1

2( 2 3) ( 2 3)

x dx

x x x x 2

1 1 1
2 arctg 2 .

4( 2 3)4 2 2

x x

x x
 

2

1 2

2 ( 2 3)

x

x x

1 1
arctg .

2 2 2

x
c  
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1.4.2.
( )

( )

P x

Q x
: 

1. , -
; 

2. , 
-

; 
3. ; 
4. . 

 4. 

4 3 2

3 2

( 6 12 6)
.

6 12 8

x x x dx

x x x
 

, , -
. 

, : 

4 � 6 3 + 12 2 + 6 3 � 6 2 + 12  � 8 
4 � 6 3 + 12 2 � 8

+8  + 6

: 
4 3 2 2

3 2 3 2 3

( 6 12 6) (8 6) (8 6)
.

26 12 8 6 12 8 ( 2)

x x x dx x dx x x dx
xdx

x x x x x x x
 

, -
, . 

: 

3 2 3

(8 6)
.

2( 2) ( 2) ( 2)

x A B C

xx x x
 

, , -

2

3 3

(8 6) ( 4 4) ( 2)
.

( 2) ( 2)

x A x x B x C

x x
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, 
, : 

2 0 =  = 0 
1 8 = �4 +  = 8 
0 6 = 4  � 2 +  = 22 

. 

3 2 3 2

(8 6) 8 22
8 22 .

( 2)( 2) ( 2) ( 2) 2( 2)

x dx dx dx

xx x x x
 

, : 

4 3 2 2

3 2 2

( 6 12 6) 8 11
.

2 26 12 8 ( 2)

x x x dx x
c

xx x x x
 

 5. 
2

3

9 2 8

4

x x
dx

x x
. 

. , : 

x3 � 4x = 0; x(x2 � 4) = 0; x(x � 2)(x + 2) = 0; 
x3 � 4x = x(x � 2)(x + 2). 

, : 0, 
2  �2,  1. 

: 

29 2 8

( 2)( 2) 2 2

x x A B C

x x x x x x

 x(x � 2)(x + 2). 
29 2 8

( 2)( 2)
( 2)( 2) 2 2

x x A B C
x x x

x x x x x x
 

29 2 8 ( 2)( 2) ( 2) ( 2)x x A x x Bx x Cx x 1.4.1. 

. 
 1.5.1, 

, . 
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x = 0,  9 02 � 2 0 � 8 = A(0 � 2)(0 + 2) + B 0 (0 + 2) + C 0 (0 � 2); 
�8 = �4A  A = 2 

x = 2 9 22 � 2 2 � 8 = A (2 � 2) (2 + 2) + B 2 (2 + 2) + C 2 (2 � 2), 
9 4 � 4 � 8 = 0 A + 8 B + 0 C; 
24 = 8B  B = 3 

x = �2 9 (�2)2 � 2 (�2) � 8 = 
=A (�2 � 2) (�2 + 2) + B (�2) (�2 + 2) + C (�2) (�2 � 2); 

 9 4 + 4�8 = A 0 + B 0 + C 8; 
32 = 8C  C = 4 

:  = 2,  = 3,  = 4. 
. 

-
,  (1.5.1) : 

2 9 =  + + 
1 �2 =  . 2 +  . (�2) 
0 �8 =  . (�4) 

, 
 = 2;  = 3;  = 4. 

. 

, 

2

3

9 2 8

4

x x
dx

x x
=

2 3 4

2 2
dx

x x x
=

2 3 4

2 2

dx dx dx

x x x
= 

=
( 2)

2 3 4 2 3
2 2 2

dx dx dx dx d x

x x x x x

( 2)
4

2

d x

x
= 

= 2 ln|x| + 3 ln|x � 2| + 4 ln|x + 2| + c. 

 6. 
2

2 2

3 5 12

( 3)( 1)

x x
dx

x x
. 

. , 
. 

: 
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2

2 2 2 2

3 5 12

( 3)( 1) 3 1

x x Ax B Cx D

x x x x
. 

2 23 1x x , : 

3x2 + 5x + 12 = (Ax + B)(x2 + 1) + (Cx + D)(x2 + 3). 

 x, : 

3 0 = +
2 3 = + D
1 5 = A + 3C 
0 12 = B + 3D 

, : 
5 3 5 9

; ; ; .
2 2 2 2

A B C D  

, : 

2

2 2

3 5 12

( 3)( 1)

x x
dx

x x
=

2 2

5 3 5 9

2 2 2 2
3 1

x x
dx dx

x x
= 

=
2 2

1 5 3 1 5 9

2 23 1

x x
dx dx

x x
= 

=
2 2 2 2

1 5 3 1 5 9

2 23 3 1 1

x x
dx dx dx dx

x x x x
= 

=
2 2 2 2

1 1 1 1
5 3 5 9

2 2 2 23 3 1 1

xdx dx xdx dx

x x x x
= 

=
2 2

2 2 2 22 2

5 1 ( 3) 3 5 1 ( 1) 9

2 2 2 2 2 23 1 1( 3)

d x dx d x dx

x x xx
= 

= 2 25 3 1 5 9
ln 3 arctg ln 1 arctg .

4 2 4 23 3

x
x x x c  

 7. 
3

2 2

2

( 1)

x x
dx

x
. 

. 2 1x  , 
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3

2 2

2

( 1)

x x

x
=

2 22 11

Ax B Cx D

xx
. 

, 

3 22 ( )( 1)x x Ax B Cx D x . 

: 
3 1 =  
2 0 = D 
1 �2 = A + C 
0 0 = B + D 

: A = �3, B = 0, C = 1, D = 0. 
, 

3

2 2

2

( 1)

x x
dx

x
=

2 2 2

3

( 1) 1

xdx x
dx

x x
=

2

2 2

3 ( 1)

2 ( 1)

d x

x
+ 

+
2

2

1 ( 1)

2 1

d x

x
= 2

2

3 1
ln( 1)

22( 1)
x c

x
. 

, 
2 1x t . 

 8. 
3 2

4

6 11 6

x
dx

x x x
. 

. -
, . -

, 3 26 11 6x x x  =�1, -
+1.

: 

 x3 + 6x2 + 11x + 6 x + 1 
 x3 + x2 x2 + 5x + 6 

 5x2 + 11x 
 5x2 + 5x 

 6x + 6 
 6x + 6 
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 0 
, 

x3 + 6x2 + 11x + 6 = (x + 1)(x2 + 5x + 6) = (x + 1)(x + 2)(x + 3); 

3 2

4 4

( 1)( 2)( 3) 1 2 36 11 6

x x A B C

x x x x x xx x x
. 

, 

x + 4 = A(x + 2)(x + 3) + B(x + 1)(x + 3) + C(x + 1)(x + 2). 

  = �1,  3 = 2A, . . A = 3
2 .  = �2, 

2= �B, . . B = �2.  = �3  1 = 2 , . .  = 1
2 . 

, 

3 2

4

6 11 6

x
dx

x x x
=

3 1
2

2 1 2 2 3

dx dx dx

x x x
= 

=
3 1

ln | 1| 2ln | 2 | ln | 3 |
2 2

x x x c . 

 9. 
3 2

2

3 5 7

2

x x x
dx

x
. 

. 
: 

 x3 + 3x2 + 5x + 7 x2 + 2 
 x3 + 2x x + 3 

 3x2 + 3x + 7 
 3x2 + 6 

 3x + 1 

, 
3 2

2 2

3 5 7 3 1
3

2 2

x x x x
x

x x
. 

3 2

2

3 5 7

2

x x x
dx

x
=

2

3 1
3

2

x
x dx

x
= 3xdx dx + 

+
2

3 1

2

x
dx

x
= 2

2 2

1 3 2
3

2 2 2 2

xdx dx
x x

x x
= 
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= 2 21 3 1
3 ln( 2) arctg

2 2 2 2

x
x x x c . 

 10. 
2

5( 1)

x dx

x
. 

. -
, 

. -
,  � 1 = t;  x = t + 1 

dx = dt. 

2

5( 1)

x dx

x
=

2

5

( 1)t dt

t
=

2

5

2 1t t
dt

t
=

3 4 5
2

dt dt dt

t t t
= 

=
2 3 4

1 2 1

2 3 4
c

t t t
=

2 3 4

1 2 1

2( 1) 3( 1) 4( 1)
c

x x x
= 

=
2

4

6 4 1

12( 1)

x x
c

x
. 

-
. 

. : 

134. 
2 4 5

dx

x x
; 135. 

23 2 1

dx

x x
; 

136. 
2

3 1

2 5

x
dx

x x
; 137. 

2

5 1

3 3

x
dx

x x
; 

138. 
4

( 2)( 3)

x
dx

x x
; 139. 

(2 3)

( 2)( 5)

x dx

x x
; 

140. 
23 2 3

( 1)( 1)

x x
dx

x x x
; 141. 

2

(2 3)

( 2)

x dx

x
; 

142. 
( 1)( 2)

dx

x x
; 143. 

2( 1) ( 1)

dx

x x
; 

144. 
2

2

( 2)

( 1) ( 1)

x
dx

x x
; 145. 

2 3 2

xdx

x x
; 

146. 
4 3 2

2

3 2 1

1

x x x x
dx

x x
; 147. 

3

3 2

1

5 6

x
dx

x x x
; 

148. 
4 2

dx

x x
; 149. 

2 2( 2)( 1)

dx

x x
; 
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150. 
31

dx

x
; 151. 

31

dx

x
; 

152. 
4 3

3

2 3 4

1

x x x
dx

x
; 153. 

231

dx

x
; 

154. 
4 1

dx

x
; 155. 

2

5 2

2 10

x
dx

x x
; 

156. 
2

2 2

2 7

( 2)( 1)

x x
dx

x x
; 157. 

2

7 6

2 6 4

x
dx

x x
; 

158. 
4

2( 1)( 2)

x dx

x x
; 159. 

2

2( 2) ( 1)

x
dx

x x
; 

160. 
2 2

3 5

( 2 2)

x
dx

x x
; 161. 

2 2

3 1

(1 )

x
dx

x x
; 

 1.5. -

1.5.1. , R � 

 
2

x
tg t . : 

2

2
sin

1

t
x

t
; 

2

2

1
cos

1

t
x

t
; x = arctg t; 

2

2

1

dt
dx

t
. 

 1. 
8 4sin 7cos

dx

x x
. 

. -
: 

2

2

2 2

2

2 1

8 4sin 7cos 1 2
cos sin

1 1

x dt
t tg dx

dx t

x x t t
x x

t t

= 
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=
2 2

2 2

1 2

2 1 1
8 4 7

1 1

dt

t t t

t t

=
2 2

2

8(1 ) 8 7(1 )

dt

t t t
= 

=
2 2

2
8 8 8 7 7

dt

t t t
=

2
2

8 15

dt

t t
=

2
2

( 4) 15 16

dt

t
= 

=
2

5( 4) 2 4 1 5 22 ln ln ln .
2 1 4 1 3( 4) 1 3

2

x
tgd t t t

c c c
xt tt tg

 

 2. 
3cos 2

dx

x
. 

. -
: 

3cos 2

dx

x
=

2 2

2

1 2

1 1
3 2

1

dt

t t

t

=
2 2

2

3(1 ) 2(1 )

dt

t t
= 

=
2 2

2
3 3 2 2

dt

t t
=

2
2

5

dt

t
=

2
2

5

dt

t
=

22
2

5

dt

t
= 

51 5 1 22 ln ln .
2 5 5 5 5

2

x
tgt

c c
xt tg

 

2

x
tg t

, . .  sin x  cos x -
 t ,  t2. 

. 
1.  R(sin x, cos x) �  sin x, . . 

R(�sin x, cos x) = �R(sin x, cos x), 
-

: 

cos x = t, sin x = 21 t , x = arccost, dx=
21

dt

t
. (1.5.1) 
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2.  R(sin x, cos x) �  cos x, . . 
R(sin x, �cos x) = �R(sin x, cos x), 

: 

sin x = t, cos x = 21 t , x = arcsin t, dx=
21

dt

t
. (1.5.2) 

3.  R(sin x, cos x) �  sin x  cos x, 
. . 

R(�sin x, �cos x) = R(sin x, cos x), 
: 

tg x = t, sin x =
21

t

t
, cos x =

2

1

1 t
, x = arctg t, dx = 

21

dt

t
. (1.5.3) 

 3. 
3sin

cos 3

xdx

x
. 

. , 

sinx. 
3 3sin sin

cos 3 cos 3

x x

x x
. 

(1) cosx = t ; 2sin 1x t ; 
21

dt
dx

t
3sin

cos 3

xdx
dx

x

2 3

2

(1 )

3 1

t dt

t t
=

21

3

t
dt

t
=

2 1

3

t
dt

t

, . 

2 1

3

t
dt

t
=

8
3

3
t dt

t
=

2

3 8ln | 3 |
2

t
t t c= 

=
2cos

3cos 8ln | cos 3 |
2

x
x x c . 

 t2 � 1 t � 3 
 t2 � 3t t + 3 

 3t � 1 
 3t � 9 
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=
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=
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=
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=
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=
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=
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=
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2 sin
cos sin

cos

x t
x xdx

xdx dt

3
2

3

t
t dt c =
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a a
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a a
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Практическое занятие 2.7 Приложение линейного интеграла к 
решению геометрических задач 

2.7.1. Вычисление площадей плоских фигур 

Площадь плоских фигур произвольной формы можно находить по-
разному. Начнем с задач о вычислении площадей с помощью линейного ин-
теграла. 

1. Система декартовых координат. Пусть фигура ограничена линиями,
уравнения которых заданы функциями 1 1( )y f x и 2 2 ( )y f x (рис. 2.7.1).  

Геометрически линейный определенный интеграл 
от функции ( )y f x  (в предположении, что y ≥ 0) равен 
площади криволинейной трапеции, ограниченной сверху 
графиком ( )y f x , отрезком [α,b] оси Oх и прямыми  
x = α, x = b, т.е.: 

( ) .
b

a

S f x dx 

Исходя из этого, площадь фигур любой формы всегда можно представить как, сумму или разность 
площадей нескольких криволинейных трапеций. В частности, площадь фигуры, изображенной на рисунке 
2.7.1, будет равна: 

1 2( ) ( )
b b

a a

S f x dx f x dx  

Где числа α и b являются координатой x для точек 
пересечения линий 1 1( )y f x и 2 2 ( )y f x  

Пример 1. Найти площадь фигуры, ограниченной 
линиями: 

1 6 ;y x  2
2 .y x  

Решение. Графики функций 1 6y x   и 2
2y x изображены на рисунке 

2.7.2. Найдем координату х для точек пересечения из условия: 1 2y y   

26 x x   
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2 6 0x x  

Решая квадратное уравнение, получим: 

1 23; 2x x    

Искомая площадь S равна разности площадей двух криволинейных 
трапеций, ограниченных снизу отрезком [-3,2] оси Oх, а сверху графиками 
функций 1 6y x  , 2

2y x : 
2 2

2

3 3

(6 )S x dx x dx
 

     

Вычисляя линейные интегралы, найдем 

22 3

3

8 9
6 12 2 18 9 20,8

2 3 3 2

x x
S x



           кв.ед. 

2. Если линия ( )y f x  задана параметрическими уравнениями

( )y y t ; ( )x x t , 

то площадь криволинейной трапеции находят с помощью линейного инте-
грала, совершая в нем замену переменной интегрирования по формуле: 

2

1

( )
( )

tb

t
ta t

y y t
S ydx y t x dt

dx x dt


   

 

где 1t  и 2t – значения, между которыми изменяется параметр t. Эти значения 
определяют из уравнений 1( ) ,x t a  2( ) .x t b  

Пример 2. Вычислить площадь, ограниченную астроидой, уравнение 
которой задано параметрически: 3cos ;x a t  3sin .y b t  

Решение. График астроиды симметричен относительно координатных 
осей Ox и Oy (рис. 2.7.3). Поэтому искомая площадь равна: 

0

4
a

S ydx 



316

316

Найдем пределы изменения параметра t, когда 
переменная x пробегает значения от 0 до а. 

3
1 1

3
2 2

0 cos ;
2

cos ; 0

a t t

a a t t


 

 

Заменим в линейном интеграле y и dx их выра-
жениями через параметр t из уравнения астроиды. С учетом найденных пре-
делов для t, получим: 

2

3 0
4 2

2
0

sin
4 12 sin cos .

3 cos sin

a y b t
S ydx ab t tdt

dx a t tdt 


   

  
   

Преобразуем, подынтегральное выражение и поменяем местами верх-
ний и нижний пределы: 

2 22
2 2

0 0

sin 2 (1 cos2 )
12 sin 3 sin 2

2 2

t t
S ab tdt ab t dt

 
    

    

2 2
2

0 0

3 1 cos4 3
sin 2 cos2

2 2 2

ab t ab
dt t tdt

 


   

Вычисление последних интегралов дает 

22 3

0 0

3 sin 4 3 sin 2 3 1

2 2 8 4 3 8 2

ab t t ab t ab
S


       

 кв.ед. 

3. Система полярных координат. Если линия, ограничивающая пло-
скую фигуру, задана уравнением в полярной системе координат ( )r r  , то 
вместо площади криволинейной трапеции берут площадь криволинейного 
сектора. Криволинейным  с ектором  на зывают  фигуру ,  о г -
раниченную  графиком  функции  ( )r r   и  двумя  лучами ,  
провед енными  из  полюса  до  пере с еч ения  с  линией  

( )r r  . (Рис .  2 . 7 . 4 )  
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Лучи образуют с полярной осью углы 1  и 2 . Площадь такого сектора 
выражают одним линейным интегралом.  

2

1

21
( )

2
S r d





  
Пусть фигура произвольной формы (Рис.2.7.5), ограничена линиями, 

уравнения которых заданы в полярной системе координат: 1 1( )r r   и 

2 2 ( )r r  . 

Очевидно, что ее площадь можно представить как разность площадей 
двух криволинейных секторов, ограниченных графиками функций 1( )r  и 

2 ( )r  : 
2 2

1 1

2 2
2 1

1 1
( ) ( )

2 2
S r d r d

 

 

      

Пределы интегрирования 1  и 2  являются полярными углами для то-
чек пересечения линий 1( )r   и 2 ( )r  . Эти пределы находят из условия 

1 2( ) ( )r r   . 
Если полюс лежит внутри фигуры (Рис. 2.7.5), то полярный угол φ бу-

дет изменяться от 0 до 2π.  
Пример 3. Вычислить площадь, ограниченную кардиоидой 

(1 cos )r a    
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0

y

x

r

a2



Решение. График кардиоиды, рисунок 2.7.6, симмет-
ричен относительно полярной оси. Поэтому можно найти 
половину площади, заключенной внутри кардиоиды, а за-
тем удвоить ее. Тогда полярный угол φ будет изменяться 
от 0 до π. Воспользуемся формулой для площади криволи-
нейного сектора: 

2 2 2

0 0

1
2 ( ) (1 cos )

2
S r d a d

 

        

Преобразуем подынтегральное выражение и найдем первообразную 

2 2 2

0 0

1 cos2
(1 2cos cos ) 1 2cos

2
S a d a d

                
    

2 2

00

3 cos2 3 sin 2
2cos 2sin

2 2 2 4
a d a

                    

Подставляя верхний и нижний пределы, окончательно получим: 

2
2 3 sin 2 3 0 sin 0 3

2sin 2sin 0
2 4 2 4 2

a
S a

            
 

Задачи для самостоятельного решения. Найти площадь фигуры, ог-
раниченной линиями 

1. 2y x ; y x ; 4x  .

2. x = 2; y = х; 
1

y
x

 . 

3. 2y x ; 3y x  .

4. 2 1y x  , 2 9y x  .

5. 2y x ; 2y x  .

6. 2 4y x ; 2 4x y .

7. 2 9y x ; 3y x .

8. 2y x ; 2y x  .

9. 3y x ; x =1; 8x  ; 0y  .

10. y tgx ; 0y  ;
4

x


 . 

11.
2 1y x  ; 1y x  .

Рис. 2.7.6
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12. 32cosx t ; 32siny t  (астроида).
13. 5cosx t ; 3siny t  (эллипс).

14. 2 1x t  ; 3 1y t    1 1t   .

2.7.2. Вычисление длин линий 

Длину плоских кривых, заключенных между двумя точками А и В, 
можно найти с помощью криволинейного интеграла ( , ) ,

ABL

f x y d l  если по-

ложить ( , ) 1f x y  . В этом случае криволинейный интеграл, будет равен раз-
мерам области интегрирования, т.е. длине части линии LAB. 

ABL

d l l

Переходя к линейному интегралу, дает следующие формулы для вы-
числения длины линии. Если кривая LAB задана в декартовой системе коор-
динат непрерывной и дифференцируемой функцией ( )y y x , то вычисление 
ее длины сводят к вычислению  линейного интеграла вида: 

21
b

x
a

y dx l

Пределы в линейном интеграле α и b – являются проекциями на ось Oх 
точек линии А и В соответственно. 

Длину дуги АВ кривой, заданной параметрическими уравнениями 
( )x x t ; ( )y y t , находят по формуле 

2

1

2 2
t

t t
t

x y dt  l

где 1t  и 2t  значения параметра t в точках А и В.  
И наконец, длина линии LAB, уравнение которой ( )r r   задано в по-

лярной системе координат, равна линейному интегралу 

2

1

2 2r r d





  l
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где 1  и 2  полярные углы точек А и В. 

Пример 4. Найти длину полукубической параболы 2 3y x  от точки 
А(0,0) до точки В(4,8). 

Решение. Длина отрезка полукубической параболы между точками А и 
В равна криволинейному интегралу 

 ABL

d l l

Дифференциал длины кривой в декартовой системе координат вы-
ражают через ее уравнение ( )y y x  по формуле 

21 xd y dx l

Найдем его для данной линии 3 :y x  

1
23 3

;
2 2xy x x    9

41d xdx l

Переход от криволинейного интеграла к линейному и вычисление по-
следнего дает искомую длину: 

 
3

2
4

4
9
4

0 0

4 2 9 8
1 1 10 10 1

9 3 4 27
ABL

d xdx x         
  l l лин.ед. 

Пример 5. Найти длину одной арки циклоиды: 
( sin )

; 0 2
(1 cos )

x a t t
t

y a t

 
  

 
 

Решение. Выражение для дифференциала длины циклоиды через ее 
уравнение получено, в лекции 3.9 а, он равен 

2 2 2 1 cost td x y dt a tdt    l

Длину одной арки циклоиды найдем путем перехода к линейному ин-
тегралу 
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2 2
2

2
0 0

2 1 cos 2 2sin t

L

d a tdt a dt
 

     l l

Вычисляя линейный интеграл, получим: 

22

00

2 sin 4 cos 4 (cos cos0) 8 лин.ед.
2 2

t t
a dt a a a



       l  

Длина циклоиды равна восьми радиусам воспроизводящей ее окружно-
сти. Приведем еще один пример на вычисление длины известной линии, 
уравнение которой задано в полярной системе координат. 

Пример 6. Найти длину кардиоиды (1 cos ); 0 2 .r a         
Решение. В примере 3 настоящего параграфа мы нашли площадь, огра-

ниченную кардиоидой, график которой приведен на рисунке 2.7.6. 
Чтобы найти длину кардиоиды, выразим дифференциал длины dℓ через 

ее уравнение 
2 2 2 2 2( sin ) (1 cos )d r r d a a d         l

2 2 2 2 2 2sin 2 cos cos 2 (1 cos )d a a a a d a d             l  

Как уже отмечалось, график кардиоиды симметричен относительно по-
лярной оси, поэтому можно найти половину длины, а затем удвоить ее, тогда 
полярный угол будет изменяться от 0 до π. 

2
2 2

0 0

2 2 2 2cos 4 cos
L

d a d a d
 

        l l

Вычисление последнего интеграла дает 

2
1

2 0

4 sin
8 лин.ед.

a
a



 l

Задачи для самостоятельного решения. Найти длины линий, задан-
ные уравнениями 

1. lny x  ;  3 8x 

2.  ln siny x ; 
3

4 4
x

    
 

 

3. 2y x ;  0,5 1x 
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4.
xy e ;  1 2x 

5. y x x ;  0 4x 

6. ln(cos )y x ; 0
4

x
   

 
 

7.
32cosx t ; 32siny t

8.
25cosx t ; 25siny t ; 0

2
x

   
 

 

9.  4 cos sinx t t t  ;  4 sin cosy t t t  ;  0 t  

10.  9 sinx t t  ;  9 1 cosy t  ;  0 2t  

11.  3 1 cos  r   

12. 36cos
3

r


 ; 0
2

    
 

13. 32sin
3

r


 ; 0
2

    
 

14. 3sinr  
15. 3cosr  

2.7.3. Вычисление объемов тел  

Объем тел, в зависимости от их формы и условий задачи, можно нахо-
дить различными способами. 

В частом случае, когда известна площадь поперечных сечений тела, его 
объем вычисляют с помощью линейно г о  интеграла по формуле: 

( )
b

a

V S x dx 
где S(x) – площадь сечения тела плоскостью, пер-
пендикулярной оси Ox, α и b – проекции его край-
них точек на ту же ось.  

Исходя из этой формулы, находят объем тел 
вращения.  

Пусть криволинейная трапеция, ограниченная 
сверху графиком непрерывной функции y = y(x) и 
прямыми x = α, x = b, вращается вокруг оси Oх 

(Рис. 2.7.7). 
В результате ее вращения образуется тело. Его плоскими сечениями, 

перпендикулярными оси Oх, являются круги с различными радиусами 
R=y(x), площадь которых равна: 
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2 2( ) ( )S x R y x     
Следовательно, объем полученного тела можно найти по формуле 

2( ) ( )
b b

x
a a

V S x y x dx   
При вращении линии, ограничивающей кри-

волинейную трапецию, вокруг оси Oy (Рис. 2.7.8) 
объем полученного тела равен: 

2( ) ( )
d d

y
c c

V S y dy x y dy   
где x(y) – уравнение вращающейся линии решен-
ное относительно переменной x. 

Пример 7. Найти объем тела, полученного при вращении эллипса от-
носительно осей Ox и Oy. 

Решение. График эллипса 
2 2

2 2
1

x y

a b
   изображен 

на рисунке 2.7.9.  
Координаты его крайних точек по оси 

1 2: , ,Ox x a x a    
по оси 1 2: , .Oy y b y b     

Объем тела, образованного вращением эллипса 
относительно оси Oх, найдем по формуле: 

2 ( ) ,
a

x
a

V y x dx


    где 
2

2
( ) 1 .

x
y x b

a
 

С учетом симметрии  
2 2 3

2 2 2
2 2

0 0

2 4
2 1

3 3

aa

x
x b x

V b dx a x b a
a a

   
         

   


Аналогично, вычислим объем Vy 

2 ( ) ,
b

y
b

V x y dy


     где  
2

2
( ) 1

y
x y a

b
 

2 2 3
2 2 2

2 2
0 0

2 4
2 1

3 3

bb

y
y a y

V a dy b y a b
b b

   
         

   
  

Если α = b, то тела вращения относительно осей Oх и Oy становятся 

шаром, объем которого равен 34

3
a .
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Задачи для самостоятельного решения. Найти объемы тел вращения 
1. 2 2 9x y   ; 6x   ; 6x    ; ?oxV 

2. 2 1y x   ; 0;  2; 0;x x y    ?oxV 

3. 2y x ; 2y  ; ?oyV 

4. 21y x  ; 0x  ; 0y  ; ?oxV 

5. 2 4y x  ; 0x  ; ?oyV 

6. 
2 2

1
16 1

x y
  ; 0y  ; ?oxV   

7. 23cosx t ; 24siny t ; ?oyV 

8. 22 -y x x ; 0y  ; ?oxV 

9. xy e ; 0x  ; 0y  ; 1x  ; ?oxV 

10. 2y x ; 28x y ; ?oyV 
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