
Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè � ýòî óäîáíûé è ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò â ñëó-
÷àå, êîãäà íåîáõîäèìî äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ Tn, çàâèñÿùèå îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà
n ∈ N. Ñîñòîèò îí â ñëåäóþùåì.

Îáîçíà÷èì A ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðè êîòîðûõ óòâåðæäåíèÿ Tn èñ-
òèííû.

Íà ïåðâîì øàãå, íàçûâàåìîì áàçà èíäóêöèè (Á. È.), ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî A
íå ïóñòî, ò. å. ÷òî õîòÿ áû ïðè êàêîì-òî n0 óòâåðæäåíèå Tn0 èñòèííî.

Íà âòîðîì øàãå (åãî íàçûâàþò øàã èíäóêöèè, Ø. È.) èç òîãî, ÷òî óòâåðæäåíèå Tn

âåðíî ïðè n = k, äîêàçûâàþò, ÷òî îíî âåðíî ïðè n = k + 1, ò. å. ïîêàçûâàþò, ÷òî

k ∈ A ⇒ k + 1 ∈ A.

Íà ïîñëåäíåì øàãå, íàçûâàåìîì çàêëþ÷åíèå èíäóêöèè (Ç. È.), äåëàþò âûâîä, ÷òî
ñåðèÿ óòâåðæäåíèé Tn âåðíà ïðè âñåõ n > n0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óòâåðæäåíèå Tn0 âåðíî, òî, ïî äîêàçàííîìó íà øàãå èíäóêöèè,
ñëåäóåò, ÷òî óòâåðæäåíèå Tn0+1 òîæå âåðíî. Ïîñêîëüêó Tn0+1 âåðíî, òî âåðíî è Tn0+2, è
ò. ä.

Ïðèìåð 1. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè. Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � ÷èñëà îäíîãî çíà-
êà è âñå áîëüøå −1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xn) > 1 + x1 + x2 + . . .+ xn. (1)

1. Á. È. Âîçüìåì n = 1. Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èòñÿ îäèí ìíîæèòåëü � 1 + x1, à
â ïðàâîé � äâà ñëàãàåìûõ: 1 + x1. Òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

1 + x1 = 1 + x1.

2. Ø. È. Ïóñòü âåðíî íåðàâåíñòâî

(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xk) > 1 + x1 + x2 + . . .+ xk. (2)

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà íåðàâåíñòâî

(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xk)(1 + xk+1) > 1 + x1 + x2 + . . .+ xk + xk+1 (3)

òàêæå âåðíî.
Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (2) íà (1 + xk+1) > 0:

(1 + x1)(1 + x2) . . . (1 + xk)(1 + xk+1) >
(1 + x1 + x2 + . . .+ xk)(1 + xk+1) =

= 1 + x1 + x2 + . . .+ xk + xk+1 + x1xk+1 + x2xk+1 + . . .+ xkxk+1.

Ïîñëåäíèå k ñëàãàåìûõ ñïðàâà íåîòðèöàòåëüíû, ïîñêîëüêó âñå ÷èñëà xi îäíîãî çíàêà.
Îòáðàñûâàÿ èõ, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (3).

3. Ç. È. Íåðàâåíñòâî (1) âåðíî ïðè ëþáîì n ∈ N.

Äîìàøíåå çàäàíèå. Äîêàçàòü ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà:
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